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SAMMENDRAG: 
Dynamiske egenskaper for slanke gangbruer er et tema som blir stadig mer aktuelt i byggebransjen. Den 
økende urbaniseringen, og satsingen på miljø gjør at det bygges stadig flere alternativer for fotgjengere. 
Denne typen bruer er utsatt for en rekke forskjellige lasttyper som kan resultere i dynamiske svingninger, 
med vindinduserte virvelavløsninger som et eksempel. Virvelavløsninger er særlig aktuelt for denne typen 
slanke konstruksjoner da de kritiske vindhastighetene ofte er lavere enn for andre typer konstruksjoner. Det 
er derfor viktig å optimalisere konstruksjonens dynamiske egenskaper. Massedempere har vist seg som et 
verktøy som effektivt kan redusere svingningene til et system, og det er derfor valgt å se på hvordan de kan 
brukes til å redusere responsen for slanke gangbruer. 
Denne oppgaven går gjennom teorien som er nødvendig for å identifisere de dynamiske egenskapene til en 
slank hengebru. Den tar også for seg vindinduserte virvelavløsninger og hvordan massedempere kan brukes 
som et verktøy for forbedre de dynamiske egenskapene til et system. 
Det gjøres så en praktisk beregning på den nye gangbroen mellom Opsund og Hafslundsøy i Sarpsborg 
kommune, Norge. Beregningene er delt inn i tre hoveddeler: egenverdianalyse, virvelavløsnningslast og 
innføring av massedempere. Egenverdianalysen identifiserer systemets 4 første svingeformer i z-retning og 
torsjon, og finner de tilhørende egenfrekvensene. Det undersøkes så virkningen av virvelavløsningslast, over 
et vindfelt 0 < V < 20 [m/s]. Beregningene blir gjort ved punktene med størst eksitasjon fra svingeformene for 
å se på den dynamiske responsen. Så innføres det massedempere som tilpasses egenfrekvensene til 
systemet, og gjøres en ny virvelavløsningsresponsberegning for å se på virkningen av massedemperene. 
Responsen som følge av virvelavløsningene viste seg å være liten for Hafslundsøy bru, og i størrelsesorden 
$mm$. Responsen viser at det ikke er noe behov for massedemper for å dempe ut virkningene. Effekten av 
massedemperene var allikevel tydelig. Det ble gjort tidsserieanalyser over T = 600 s som viste at 
massedemperene ga en reduksjon i responsen på oppmot 73 %. Resultatene viser at for slanke gangbruer 
kan massedempere være en meget effektivt metode å dempe ut resonante svingninger på. 
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Sammendrag
Dynamiske egenskaper for slanke gangbruer er et tema som blir stadig mer ak-
tuelt i byggebransjen. Den økende urbaniseringen, og satsingen p˚a miljø gjør
at det bygges stadig flere alternativer for fotgjengere. Denne typen bruer er
utsatt for en rekke forskjellige lasttyper som kan resultere i dynamiske sving-
ninger, med vindinduserte virvelavløsninger som et eksempel. Virvelavløsninger
er særlig aktuelt for denne typen slanke konstruksjoner da de kritiske vindhas-
tighetene ofte er lavere enn for andre typer konstruksjoner. Det er derfor viktig
a˚ optimalisere konstruksjonens dynamiske egenskaper. Massedempere har vist
seg som et verktøy som effektivt kan redusere svingningene til et system, og det
er derfor valgt a˚ se p˚a hvordan de kan brukes til a˚ redusere responsen for slanke
gangbruer.
Denne oppgaven g˚ar gjennom teorien som er nødvendig for a˚ identifisere de
dynamiske egenskapene til en slank hengebru. Den tar ogs˚a for seg vindindu-
serte virvelavløsninger og hvordan massedempere kan brukes som et verktøy for
forbedre de dynamiske egenskapene til et system.
Det gjøres s˚a en praktisk beregning p˚a den nye gangbroen mellom Opsund
og Hafslundsøy i Sarpsborg kommune, Norge. Beregningene er delt inn i tre
hoveddeler: egenverdianalyse, virvelavløsnningslast og innføring av massedem-
pere. Egenverdianalysen identifiserer systemets 4 første svingeformer i z-retning
og torsjon, og finner de tilhørende egenfrekvensene. Det undersøkes s˚a virknin-
gen av virvelavløsningslast, over et vindfelt 0 ≤ V ≤ 20 [m/s]. Beregningene
blir gjort ved punktene med størst eksitasjon fra svingeformene for a˚ se p˚a den
dynamiske responsen. S˚a innføres det massedempere som tilpasses egenfrekven-
sene til systemet, og gjøres en ny virvelavløsningsresponsberegning for a˚ se p˚a
virkningen av massedemperene.
Responsen som følge av virvelavløsningene viste seg a˚ være liten for Hafslundsøy
bru, og i størrelsesordenmm. Responsen viser at det ikke er noe behov for masse-
demper for a˚ dempe ut virkningene. Effekten av massedemperene var allikevel
tydelig. Det ble gjort tidsserieanalyser over T = 600 s som viste at massedem-
perene ga en reduksjon i responsen p˚a oppmot 73 %. Resultatene viser at for
slanke gangbruer kan massedempere være en meget effektivt metode a˚ dempe
ut resonante svingninger p˚a.

Abstract
The dynamic characteristics of slender pedestrian bridges is a topic of growing
interest in the construction industry. The increasing urbanization, and the com-
mitment to the environment makes us build more options for pedestrians. This
type of bridges are suceptible to a number of different loads which may result in
dynamic fluctuations, with wind induced vortex shedding as an example. Vor-
tex shedding is especially relevant for such slender structures since the critical
wind velocity often are lower than for other types of structures. Therefore it’s
important to optimalize the structure’s dynamic properties. Tuned mass dam-
pers have proven to be a tool that can effectively reduce the fluctuations of a
system, and it is therefore chosen to look at how they can be used to reduce the
response of slender pedestrian bridges.
This thesis goes through the theory needed to identify the dynamic behavior of
a slender suspension bridge. It also adresses the theory needed to apply vortex
shedding induced response, and how to implement tuned mass dampers to im-
prove the dynamic behavior of the system.
The thesis then looks at a case study of the new pedestrian bridge between
Opsund and Hafslundøy in Sarpsborg, Norway. The calculations are divided
into three main parts, eigenvalue calculations, vortex shedding and implemen-
tation of tuned mass dampers. The eigenvalue analysis identifies the systems
4 first eigenmodes in z-direction and torsion, and their corresponding eigenfre-
quencies. It then examine the effekts of wind induced vortex shedding loads,
over a wind field 0 ≤ V ≤ 20 [m/s], at the points of the largest exitations for
the eigenmodes to look at the dynamic response. It is then introduced TMD’s
that are adapted to the eigenvalues of the system, and a new vortex shedding
calculation is performed to look at the effects of the TMD’s.
The response due to the vortex shedding effects prove to be of a small quantity
for the Hafslundsøy bridge. The response shows that there is no need to im-
pliment TMD’s to reduce these effects. However the effects of the TMD’s is
evident. Time series analyses over T = 600 s where performed for the response
and the reduced response showed that the TMD’s gave a reduction close to 73
% for some of the effects. The results of the calculations including the TMD’s
shows that TMD’s can be a very effective way to reduce resonant oscillations of
slender pedestrian bridges.
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Kapittel 1
Innledning
Det blir stadig mer aktuelt a˚ se p˚a den dynamiske oppførselen til slanke gang-
bruer. Gjennom de siste a˚rene har økende urbanisering og satsingen p˚a miljø
gjort at det stadig bygges flere alternativer for fotgjengere. Grunnet slankheten
til bruene er de dynamiske egenskapene svært avgjørende for dimensjoneringen.
Bruene er utsatt for gangtrafikk, jordskjelv og vind, som alle kan gi svingninger
i systemet.
I denne masteroppgaven sees det p˚a vindinduserte virvelavløsninger, og hvilken
effekt disse gir slanke gangbruer. Det rettes fokus p˚a hengebruer, da det til slutt
skal gjøres en beregning p˚a den nye gangbrua mellom Opsund og Hafslundsøy,
i Sarpsborg kommune. Hengebruer er tradisjonelt en av de konstruksjonstypene
hvor kritisk effekt av virvelavløsninger er mest aktuelt. Det er flere eksempler
p˚a hengebruer som har kollapset pga. virvelavløsninger i løpet av historien, med
Tacoma Narrows Bridge sør for Seattle i USA som det kanskje mest kjente
tilfellet. P˚a Tacoma Narrows ga virvelavløsningseffekten s˚a stor vridning og
eksitasjon vertikalt at brua kollapset[6].
Hensikten med denne oppgaven er a˚ se p˚a hvordan massedempere kan inkluderes
i et system, og hvordan de kan forbedre de dynamiske egenskapene. Oppgaven er
bygget opp slik at det først g˚aes grundig gjennom teorien for egenverdianalyse,
virvelavløsninger og innføring av massedempere. Videre gjøres det en praktisk
beregning p˚a Hafslundsøy, p˚a bakgrunn av denne teorien, for a˚ se p˚a hvilken
effekt vindinduserte virvelavløsninger gir p˚a konstruksjonen. Det innføres s˚a
massedempere for a˚ dempe ut effekten av virvelavløsningene. Til slutt gjøres det
en vurdering av hvorvidt det er nødvendig med massedempere for Hafslundsøy,
og hvor effektivt det er med TMD for hengebruer.
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Kapittel 2
Teori
2.1 Teorien om grunne kabler
Figur 2.1: Grunn kabel[12]
Figur 2.2: Statisk likevekt for element ds[12]
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Ser først p˚a en grunn kabel i gravitasjonsfeltet. Ma˚let er a˚ bestemme dens statis-
ke geometri, alts˚a kabelens vertikale posisjon zc ved en gitt horisontal posisjon x.
Alle kreftene er da tidsuavhengige. For et element ds ved denne posisjonen, som
er utsatt for gravitasjonskraft q ∗ ds(se figur 2.2), vil kraftlikevektsbetingelsene
være[12]:
dH¯ = 0
dV¯z + qds = 0
}
(2.1.1)
Momentlikevekten om midtpunktet er gitt ved:
H¯
dzc
2 − V¯z
dx
2 + (H¯ + dH¯)
dzc
2 − (V¯z + dV¯z)
dx
2 ≈ H¯dzc − V¯zdx = 0 (2.1.2)
Fra kraftlikevekten (lign.(2.1.1)) sees at H¯ er konstant over hele kabelen, og
lign. (2.1.1) og (2.1.2) gir:
V¯z = H¯
dzc
dx
(2.1.3)
Videre gir dette:
H¯
d2zc
dx2
+ q ds
dx
= 0 (2.1.4)
definerer s˚a α = −H¯/q , og pytagoras gir ds/dx =
√
1− (dzcdx )2. Dette fører til:
z′′c =
1
α
√
1− z′2c (2.1.5)
Introduserer s˚a z′c = dzcdx = tan γ
⇒ z′′c =
d
dx
(tan γ) = 1cos2 γ
dγ
dx
= 1
α
√
1 + tan2 γ = 1
α
1
cos γ (2.1.6)
Noe som igjen fører til at:
dx
α
= cos γcos2 γ dγ =
cos γ
1− sin2 γ dγ (2.1.7)
for a˚ løse dette integreres hver side for seg. Venstre siden gir:∫
dx
α
= x
α
+ C1 (2.1.8)
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hvor C1 er en ukjent integrasjonskonstant. Integralet av høyresiden kan løses
ved a˚ substituere inn τ = sin γ:∫ cos γ
1− sin2 γ dγ =
∫ 1
1− τ2 dτ = arctanh(τ) (2.1.9)
Har dermed at xα + C1 = arctanh(τ), som gir:
τ = tanh
(x
α
+ C1
)
(2.1.10)
Videre sees det at siden:
cos2 γ = 1− sin2 γ = 1− τ2 = 1− tanh2
(x
α
+ C1
)
= 1
cosh2
(
x
α + C1
)
⇒ cos γ = 1
cosh
(
x
α + C1
)(2.1.11)
og siden:
z′c = tan γ =
sin γ
cos γ =
τ
cosγ
= tanh
(x
α
+ C1
)
cosh
(x
α
+ C1
)
= sinh
(x
α
+ C1
)
(2.1.12)
f˚aes det at:
zc =
∫
sinh
(x
α
+ C1
)
dx = α cosh
(x
α
+ C1
)
+ C2
= −H¯
q
cosh
(
− q
H¯
x+ C1
)
+ C2 (2.1.13)
Siden cosh er symmetrisk, er kabelens geometri gitt ved:
zc = −H¯
q
cosh
(
q
H¯
x− C1
)
+ C2 (2.1.14)
Hvor C1 og C2 er integrasjonskonstanter, som bestemmes fra grensebetingelsene.
I tilfellet hvor zc(x = 0) = 0 og zc(x = L) = 0 kan disse konstantene bestemmes
ved:
x = 0 ⇒ − H¯q cosh(−C1) + C2 = 0
x = L ⇒ − H¯q cosh
(
qL
H¯
− C1
)
+ C2 = 0
(2.1.15)
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Noe som tilfredstilles n˚ar C1 = qL2H¯ og C2 =
H¯
q cosh
(
qL
2H¯
)
. Dermed er kabelens
geometri gitt ved:
zc = −H¯
q
cosh
(
q
H¯
x− qL
2H¯
)
+ H¯
q
cosh
(
qL
2H¯
)
= H¯
q
[
cosh
(
qL
2H¯
)
− cosh
(
q
H¯
x− qL
2H¯
)]
(2.1.16)
Videre sees det at:
z′c = − sinh
(
qx
H¯
− qL
2H¯
)
= sinh
(
qL
2H¯
− qx
2H¯
)
(2.1.17)
som er lik null p˚a midten av kabelen. Kabelens høydeforskjell er da gitt ved:
ec = zc(x = L/2) =
H¯
q
[
cosh
(
qL
2H¯
)
− 1
]
(2.1.18)
For a˚ finne en approksimativ løsning p˚a zc brukes s˚a rekkeutviklingen cosh(η) =
1 + η
2
2! +
η4
4! + · · · . For sm˚a verdier av η vil det være tilstrekkelig a˚ inkludere kun
de to første uttrykkene. Dette gir:
zc ≈ H¯
q
{
1 + 12
(
qL
2H¯
)2
−
[
1 + 12
(
qx
H¯
− qL
2H¯
)2]}
= qL
2
2H¯
x
L
(
1− x
L
)
(2.1.19)
som er en parabolsk funksjon. Det er verdt a˚ merke seg at den korresponderende
høydeforskjellen til kabelen er gitt ved:
ec ≈ qL
2
8H¯
(2.1.20)
og at:
z′c ≈
qL
2H¯
(
1− 2 x
L
)
⇒
{
z′c(x = 0) = qL2H¯
z′c(x = L) = − qL2H¯
(2.1.21)
Videre ønskes det a˚ se p˚a kreftene til systemet:
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Figur 2.3: Likevekten til kabelen[12]
Normalkraften
Normalkraften som virker i kabelen er gitt ved Pytagoras:
N¯ =
√
H¯2 + V¯ 2 = H¯
√
1 +
(
V¯z
H¯
)
= H¯
√
1 +
(
dzc
dx
)2
= H¯
√
1 + sinh2
(
qx
H¯
− qL
2H¯
)
= H¯ cosh
(
qx
H¯
− qL
2H¯
)
(2.1.22)
Dette gir:
N¯(x = 0) = N¯(x = L) = H¯ cosh
(
qL
2H¯
)
N¯(x = L/2) = H¯
}
(2.1.23)
Kabelens lengde
Har fra rekkeutvikling at sinh(η) = η + η
3
3! +
η5
5! + · · · . F˚ar dermed:
V¯z(x = 0) = V¯z(x = L) =
√[
H¯ cosh
(
qL
2H¯
)]2
− H¯2 = H¯ sinh
(
qL
2H¯
)
≈ H¯
[(
qL
2H¯
)
+ 13!
(
qL
2H¯
)3]
= qL2
[
1 + 124
(
qL
2H¯
)2]
(2.1.24)
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Likevekt i z-retning gir:
V¯z(x = 0) + V¯z(x = L) = qL
[
1 + 124
(
qL
2H¯
)2]
=
∫
l
qds = ql (2.1.25)
hvor l er kabelens lengde. Dette gir at:
l = L
[
1 + 124
(
qL
2H¯
)2]
(2.1.26)
Kabelens forlengelse
Ved a˚ anta at kabelens lengde er lik over hele spennet, kan kabelens folengelse
grunnet gravitasjon skrives som:
∆l =
∫
L
ds =
∫
L
σ
E
ds =
∫
L
N¯
EA
ds =
∫
L
H¯
√
1 +
(
dzc
dx
)2
EA
√
1 +
(
dzc
dx
)2
= H¯
EA
∫
L
[
1 +
(
dzc
dx
)2]
dx = H¯
EA
∫
L
cosh2
(
qx
H¯
− qL
2H¯
)
dx (2.1.27)
setter s˚a β = qx
H¯
− qL2H¯ , og setter inn i uttrykket:
∆l = H¯
2
qEA
∫ qL/2H¯
−qL/2H¯
cosh(β)dβ = H¯
2
qEA
[
sinh 2β
4 +
β
2
]qL/2H¯
−qL/2H¯
= H¯L2EA
[
H¯
qL
sinh
(
qL
H¯
)
+ 1
]
(2.1.28)
som ved hjelp av rekkeutvikling kan skrives som:
∆l ≈ H¯L2EA
{
H¯
qL
[
qL
H¯
+ 13!
(
qL
H¯
)3]
+ 1
}
= H¯L
EA
[
1 + 112
(
qL
H¯
)2]
(2.1.29)
eller alternativt, beskrevet ved kabelens høydeforskjell:
∆l ≈ H¯L
EA
[
1 + 163
(ec
L
)2]
(2.1.30)
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Den dynamiske likevektens differensialligning
Det kan n˚a utvikles likevektsbetingelser for det infinitesimale elementet ds av
kabelen, utsatt for en dynamisk bevegelse. I utgangspunktet er problemet høyst
ikkelineært, men ved a˚ dele inn i infinitesimale elementer og se p˚a sm˚a forskyv-
ninger, vil en lineær tilnærming være en god løsning. Det antas at aksialkraften
kan beskrives ved en tidsuavhengig variabel N¯(x), fra egenvekten, og en tids-
avhengig variabel N(x, t), fra kabelens dynamiske bevegelse. Det kan dermed
sies at det samme gjelder for kabelens horisontale komponent H og vertikale
komponent Vz:
Ntot = N¯(x) +N(x, t) ⇒
{
Htot = H¯(x) +H(x, t)
Vztot = V¯z(x) + Vz(x, t)
(2.1.31)
Mens komponenten Vy, som virker ut av planet, er for˚arsaket av den dynamiske
bevegelsen alene:
Vytot = Vy(x, t) (2.1.32)
Antar s˚a at kabelen er grunn, og bruker den approksimative kurven til kabelen
fra tidligere:
zc ≈ qL
2
2H¯
x
L
(
1− x
L
)
= 4ec
x
L
(
1− x
L
)
(2.1.33)
I tillegg til at det antas at kabelen er grunn, antas det som tidligere, at kabelens
bevegelse i x-retning rx er neglisjerbar. Dette er en lite kostbar forenkling da
det sees p˚a hengebruer, og har fordelen at likevektsbetraktningen i x-retning:
d
dx
(H¯ +H) = 0 (2.1.34)
viser at H¯ og H(t) er uavhengige av x. De korresponderende likevektene i y- og
z-retning er da gitt som:
dVy −mcr¨yds = 0
d(V¯z + Vz) +mcgds−mcr¨zds = 0
}
(2.1.35)
hvor mc er kabelens masse per lengdeenhet(antatt konstant). Tilsvarende er mo-
mentlikevektene om aksene som g˚ar gjennom elementets midtpunkt, og parallelt
med y- og z-aksen gitt ved:
(H¯ +H)d(zc + rz)− (V¯z + Vz)dx = 0
(H¯ +H)dry − Vydx = 0
}
(2.1.36)
9
KAPITTEL 2. TEORI
Noe som fører til at:
Vy = (H¯ +H)drydx
V¯z + Vz = (H¯ +H)d(zc+rz)dx
(2.1.37)
og dermed:
d
ds
(
(H¯ +H)drydx
)
= mcr¨y
d
ds
(
(H¯ +H)d(zc+rz)dx
)
+mcg = mcr¨z
(2.1.38)
Siden H¯ og H er uavhengige av x, kan dette skrives som:
(H¯ +H)d
2ry
dx2
dx
ds = mcr¨y
(H¯ +H) d2dx2 (zc + rz)
dx
ds +mcg = mcr¨z
(2.1.39)
som viser at den statiske situasjonen(H, ry og rz lik null) kan beskrives som:
H¯z′′c +mcg = 0 ⇒ H¯z′′c = −mcg ⇒ Hz′′c = −
mcg
H¯
H (2.1.40)
Ved a˚ anta at de dynamiske forskyvningene er sm˚a:
Hr′′y  H¯r′′y og Hr′′z  H¯r′′z (2.1.41)
og at grunnheten til kabelen fører til at ds ≈ dx, blir lign(2.1.39):
r′′y − mcH¯ r¨y = 0
r′′z − mcH¯ r¨z =
(
mcg
H¯
)(
H
H¯
)
 (2.1.42)
Dermed er differensialligningen til en ulastet og udempet bevegelse av en grunn
kabel funnet. Det ønskes n˚a a˚ finne uttrykket forH(t), for a˚ se hvordan strekkraf-
ten i kabelen utvikler seg ved en liten vertikal dynamisk bevegelse rz(x, t). Det
er ikke behov for a˚ se nærmere p˚a ry(x, t), da bevegelsen vil være en slags
”hoppetau”- bevegelse, og den ikke vil føre til noe strekk i kabelen. Kabelens
forlengelse ∆s(t) finnes s˚a ved a˚ kombinere ds2 = dx2 + dz2c (Pytagoras) og:
(ds2 + ∆ds)2 = dx2 + (dzc + drz)2 (2.1.43)
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Videre fører dette til at:
∆ds
ds
=
√
dx2 + (dzc + drz)2 − ds
ds
=
√(
dx
ds
)2
+
(
dzc
ds
+ drz
ds
)2
− 1
=
√
1 + 2dzc
ds
drz
ds
+
(
drz
ds
)2
− 1 ≈
{
1 + 12
[
2dzc
ds
drz
ds
+
(
drz
ds
)2]}
− 1(2.1.44)
= dzc
ds
drz
ds
+ 12
(
drz
ds
)2
≈ dzc
ds
drz
ds
pga. dtz  dzc
H
N =
dx
ds og  =
∆ds
ds =
σ
E =
N
EA fører til at
∆ds
ds =
H
EA
ds
dx og dermed:
H
EA
ds
dx
≈ dzc
ds
drz
ds
(2.1.45)
som kan skrives som:
H
EA
(
ds
dx
)3
= dzc
dx
drz
dx
= z′c + r′z (2.1.46)
har fra tidligere at rz(x = 0) = rz(x = L) = 0, og at:
z′c ≈ qL2H¯
(
1− 2 xL
)
= 4 ecL
(
1− 2 xL
)
= 8ecL2 X
z′′c = − 8ecL2
 (2.1.47)
hvor ec ≈ mcgL2/8H¯ og X = L2 −x. Ved a˚ s˚a integrere høyresiden av uttrykket
over spennet til kabelen f˚aes det at:∫
L
z′cr
′
zdx = [z′crz]
L
0 −
∫ L
0
z′′c rzdx =
mcg
H¯
∫ L
0
rzdx =
8ec
L2
∫ L
0
rzdx (2.1.48)
Tilsvarende integrasjon av venstresiden gir:∫
L
H
EA
(
ds
dx
)3
dx = H
EA
∫
L
(
ds
dx
)3
dx = H
EA
∫
L
[
1 +
(
dzc
dx
)2]3/2
dx
≈ H
EA
∫
L
[
1 + 32(z
′
c)2
]
dx = H
EA
∫ L/2
−L/2
[
1 + 32
(
8ec
L2
X
)2]
dX (2.1.49)
= H
EA
[
X + 32
( ec
L2
)2
X3
]L/2
−L/2
= H
EA
[
L+ 8
(ec
L
)2
L
]
= HL
EA
[
1 + 8
(ec
L
)2]
11
KAPITTEL 2. TEORI
Setter s˚a høyre- og venstresiden opp mot hverandre, og f˚ar:
HL
EA
[
1 + 8
(ec
L
)2]
≈ 8ec
L2
∫ L
0
rzdx ⇒ H(t) = EA
le
8ec
L2
∫
L
r(x, t)dx
(2.1.50)
hvor le = L
[
1 + 8
(
ec
L
)2]. Definerer s˚a:
λ2 =
(
8ec
L
)2
EA
H¯
L
le
(2.1.51)
og gjenbruker at ec ≈ mcgL2/8H¯. Lign.(2.1.42) blir da:
r′′y − (mc/H¯)r¨y = 0
r′′z − (mc/H¯)r¨z = λ2(1/L3)
∫
L
rzdx
 (2.1.52)
Har dermed differensialligningene til en ulastet og udempet dynamisk bevegelse,
i y- og z-retning, for en grunn kabel. Ser av dette at det ikke er noen kobling
mellom ry og rz, og de kan derfor beregnes hver for seg. Den generelle løsningen
til de andreordens differensialligningene blir da:
ry(x, t) = Re
[
φy(x)eiωt
]
rz(x, t) = Re
[
φz(x)eiωt
]
 (2.1.53)
hvor φy og φz er modeformene til de to bevegelsene. Det skal n˚a sees videre p˚a
disse bevegelsene.
Horisontal bevegelse
Ser først p˚a den horisontale bevegelsen ut av planet. Har at ry(x, t) 6= 0 og
rz(x, t) = 0. Setter inn løsningen ry(x, t) = Re
[
φy(x)eiωt
]
i differensialligningen
r′′y − (mc/H¯)r¨y = 0. Dette gir:
φ′′y = ω2(mc/H¯)φy = 0 (2.1.54)
Dette uttrykket kan tilfredstilles for alle verdier av x dersom φ′′y har tilsvaren-
de form som φy, og grensebetingelsene φy(x = 0) = φy(x = L) = 0. Dette
gir at φyn = ayn sin(npix/L) , n = 1, 2, 3, .... Noe som gir følgende ligning for
bevegelsen:
−
(npi
L
)2
+ ω2
(
mc
H¯
)
= 0 (2.1.55)
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Dermed kan det dannes et uttrykk for egenfrekvensene:
ωyn =
√(npi
L
)2 H¯
mc
= npi
√
H¯
mcL2
(2.1.56)
De to første egenmodene blir da:
Figur 2.4: De to første modene for horisontal bevegelse[12]
Anti-symmetrisk vertikal bevegelse
Ser s˚a p˚a vertikal bevegelse. Først antas det anti-symmetrisk bevegelse. Har at
ry(x, t) = 0 og rz(x, t) = 0.
Figur 2.5: Anti-symmetrisk bevegelse[12]
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Dette fører til at integralet
∫
L
rzdx er lik null, og gir at:
r′′z − (mcH¯)r¨z = 0 (2.1.57)
Setter s˚a inn for rz(x, t) = Re
[
φz(x)eiωt
]
, og f˚ar:
φ′′z + ω2(mc/H¯)φz = 0 (2.1.58)
Den anti-symmetriske løsningen blir da φzn = azn sin(2npix/L) , n = 1, 2, 3, ....,
og det f˚aes at:
−
(
2npi
L
)2
+ ω2
(
mc
H¯
)
= 0 (2.1.59)
Uttrykket for egenfrekvensene blir dermed:
ωzn = 2npi
√
H¯
mcL2
(2.1.60)
Som gir de to første egenmodene som:
Figur 2.6: De to første modene for anti-symmetrisk bevegelse[12]
Symmetrisk vertikal bevegelse
Ønsker n˚a a˚ se p˚a symmetrisk vertikal bevegelse. Har fortsatt at ry(x, t) = 0
og rz(x, t) 6= 0, men antar n˚a symmetrisk bevegelse. Dette betyr at integralet∫
L
rzdx ikke er lik null, og gir at:
r′′z − (mc/H¯)r¨z = λ2
(
1
L3
)∫
L
rzdx (2.1.61)
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Setter s˚a inn for rz(x, t) = Re
[
φz(x)eiωt
]
:
φ′′z + ω2(mc/H¯)φz = λ2
(
1
L3
)∫
L
φzdx
⇒ φ′′z + β2φz = λ2
(
1
L3
)∫
L
φzdx (2.1.62)
hvor β2 = ω2(mc/H¯). Løsningen som tilfredstiller grensebetingelsene blir da:
φz = az
1− cos
[
β(x− L2 )
]
cos
(
βL
2
)
 (2.1.63)
Dette gir: ∫
L
φzdx = az
∫
L
1− cos
[
β(x− L2 )
]
cos
(
βL
2
)
 dx (2.1.64)
Setter s˚a inn for X = x− L/2, og f˚ar:
∫
L
φzdx = az
∫ L/2
−L/2
1− cos [βX]cos(βL2 )
 dx
= az
X − sin [βX]
β cos
(
βL
2
)
L/2
−L/2
= az
[
L− 2
β
tan
(
βL
2
)]
(2.1.65)
Setter s˚a inn i differensialligningen:
β2
cos [β(x− L/2)]
cos
(
βL
2
) + β2
1− cos [β(x− L/2)]cos(βL2 )

= λ
2
L3
[
L− 2
β
tan
(
βL
2
)]
(2.1.66)
Dette gir:
tan
(
βL
2
)
=
(
−β
2L3
λ2
+ L
)
β
2 =
βL
2 −
(
2
λ
)2(
βL
2
)3
(2.1.67)
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Siden β2 = ω2mc/H¯, vil alle β = βn representere en egenfrekvens:
ωn = βn
√
H¯
mc
(2.1.68)
Korresponderende egenmode er da gitt ved:
φzn = azn
1− cos [βn(x− L/2)]cos(βnL2 )
 (2.1.69)
hvor azn er tilfeldig, og kan være beleilig a˚ sette som en enhetsstørrelse. Løsningen
p˚a egenmodene avhenger i stor grad av stivhetsparameteren λ. Ved a˚ endre λ
vil egenmodene endre form, og det er derfor viktig a˚ merke seg stivhetens be-
tydning. Dersom λ→∞, noe som betyr at kabelen ikke kan forlenges, f˚aes det
følgende uttrykk for tan
(
βL
2
)
:
tan
(
βL
2
)
= βL2 (2.1.70)
Dette gir den approksimative løsningen:
Første mode : β1L2 ≈ 1, 43pi ⇒ ω1 ≈ 8, 98
√
H¯
mcL2
Andre mode : β2L2 ≈ 2, 46pi ⇒ ω2 ≈ 15, 45
√
H¯
mcL2
Høyere mode, n ≥ 3 : βnL2 ≈
(
n+ 12
)
pi ⇒ ωn ≈ (2n+ 1)pi
√
H¯
mcL2
(2.1.71)
Dersom ecL → 0, som betyr at kabelen er en stram snor, s˚a vil λ→ 0 og uttrykket
blir:
tan
(
βL
2
)
→ −∞ (2.1.72)
Løsningen blir da:
βnL
2 =
(
n− 12
)
pi ⇒ ωn = (2n− 1)pi
√
H¯
mcL2
(2.1.73)
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2.2 Hengebruer som virker over ett spenn
Etter a˚ ha g˚att gjennom kabelteorien, skal det n˚a sees p˚a hengebruer som virker
over ett spenn. Ved a˚ se p˚a hengebruer som to eller flere kabler og en bjelke,
kan kabelteorien trekkes inn i analysen av hengebruer.
N˚ar det sees p˚a hengebruer har man tre hovedkomponenter, brubanen(bjelken),
kablene og stagene som kobler kablene til brubanen. Massen deles derfor opp i
forskjellige komponenter. Lasten my representerer bjelkens masse ved bevegelse
i y-retning, mens mz representerer den fordelte lasten ved bevegelse i z-retning.
Figur 2.7: Hengebru som virker over ett spenn med tverrsnitt[12]
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Figur 2.8: Idealisert system[12]
Figur 2.9: Kraften i stagene per lengdeenhet[12]
Siden stivhetsegenskapene til systemet i stor grad avhenger av aksialkraften i
kablene, er det nødvendig a˚ starte med a˚ se p˚a den statiske situasjonen. Det
antas at brua under konstruksjonsfasen bygges fra midten og utover, slik at
lasten overføres via kablene til t˚arnene. Dette er den mest vanlige m˚aten a˚
bygge hengebruer p˚a, og den har fordelen at skjærkraften mellom bjelken og
t˚arnene er neglisjerbar, alts˚a at Vb(x = 0) = Vb(x = L) = 0. Det er to ting som
er verdt a˚ merke seg ved den tidsuavhengige likevekten før det g˚aes videre til a˚
se p˚a dynamikken. Den første er at, som vist i figur 2.9, den jevnt fordelte lasten
i stagene er gitt som qs ≈ mzg/2. Den andre er at den vertikale tidsuavhengige
likevekten til kablene krever at[12]:
dV¯ =
(
mcds+
1
2mzdx
)
g (2.2.1)
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Dermed kan den tidsuavhengige horisontale kabelkomponenten H¯ finnes ved a˚
ta momentlikevekt av halve kabellengden med hensyn til toppunktet:
H¯ · ec =
∫ L/2
0
(mz
2 dx+mcds
)
g · x = g
∫ L/2
0
(
mz
2 +mc
ds
dx
)
xdx
= g
∫ L/2
0
mz2 +mc
[
1 +
(
dzc
dx
)2]1/2xdx
≈ g
∫ L/2
0
[
mz
2 +mc
(
1 + 12z
′2
c
)]
xdx (2.2.2)
Introduserer s˚a zc ≈ 4ec xL
(
1− xL
)
, og f˚ar:
H¯ec
g
= mz2
∫ L/2
0
xdx+mc
∫ L/2
0
[
1 + 8
(ec
L
)2 (
1− 2 x
L
)2]
xdx
= mzL
2
16 +
mcL
2
8
[
1 + 43
(ec
L
)2]
(2.2.3)
Noe som gir:
H¯ = mzgL
2
16ec
{
1 + 2mc
mz
[
1 + 43
(ec
L
)2]}
(2.2.4)
Dynamisk bevegelse i horisontal y-retning
Kan n˚a begynne a˚ se p˚a de dynamiske egenskapene til brua. Ser først p˚a sideveis
bevegelse i y-retning. Likevektsbetingelsene for et infinitesimalt element dx av
bjelken er da gitt ved:
my r¨y + cy r˙y + EIz
d4ry
dx4
+ 2qs
ry − rcy
hc
= qy (2.2.5)
mens den korresponderende likevekten i hver av kablene er gitt ved:
mcr¨y + ccy r˙y − H¯ d
2rcy
dx2
− qs ry − rcy
hc
= qcy (2.2.6)
hvor qy og qcy er de dynamiske lastene bjelken og hver av kablene, ry og rcy
er forskyvningene, cy og ccy er dempingskoeffisientene, qs = mzg/2 er kraften i
stagene(pr. lengde) og hc er stagenes lengde. Siden zc ≈ 4ec xL
(
1− 2 xL
)
:
hc = hm + ec − zc = hm + ec
(
1− 2 x
L
)2
(2.2.7)
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hvor hm er avstanden mellom kabelen og bjelken p˚a midten. Videre sees det p˚a
tilfellet hvor systemet ikke er p˚akjent av last eller demping(cy = ccy = qy =
qcy = 0), og det antas en harmonisk sinus-Fourierrekke som løsningen.
ry(x, t) = φy(x)eiωt
rcy(x, t) = φcy(x)eiωt
 hvor φy(x) =
∑N
n=1 ayn sin
(
npix
L
)
φcy(x) =
∑N
n=1 acyn sin
(
npix
L
)
 (2.2.8)
Setter s˚a dette inn i likevektsuttrykket(lign.(2.2.5)):
my(iω)2φy + EIzφ′′′′y + 2qs
φy − φcy
hc
=
N∑
n=1
{[
EIz
(npi
L
)4
ayn +
mzg(ayn − acyn)
hm + ec
(
1− 2 xL
)2 −myω2ayn
]
sin
(npi
L
)}
= 0 (2.2.9)
Bruker s˚a Galerkins tilnærming ved a˚ multiplisere med
( 2
L
)
sin
(
ppix
L
)
, p =
1, 2, 3, ..., og integrerer over lengden:
N∑
n=1
[
(αpn + γpn)ayn − γpnacyn − ω2m˜ynayn
]
= 0 , p = 1, 2, 3, ..., N
(2.2.10)
hvor:
αpn = EIz
(npi
L
)4 2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=
EIz
(
npi
L
)4 for p = n
0 for p 6= n
(2.2.11)
γpn =
mzg
ec
2
L
∫ L
0
sin
(
ppix
L
)
sin
(
npix
L
)
1 + hmec − 4
(
x
L
) (
1− xL
)dx
⇒

hvis p jevn og n odd ⇒ γpn = 0
hvis p odd og n jevn ⇒ γpn = 0
ellers ⇒ γpn 6= 0
(2.2.12)
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m˜yn = m˜yp = my
2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx =
my for p = n0 for p 6= n
(2.2.13)
Kan ogs˚a gjøre tilsvarende med kabelens likevekt(lign.(2.2.6)):
2mc(iω)2φcy − 2H¯φ′′cy −mzg
φy − φcy
hc
(2.2.14)
=
N∑
n=1
{[
2H¯
(npi
L
)2
acyn −
mzg(ayn − acyn)
hm + ec
(
1− 2 xL
)2 − 2mcω2acyn
]
sin
(npi
L
)}
= 0
multipliserer igjen med
( 2
L
)
sin
(
ppix
L
)
, p = 1, 2, 3, ..., og integrerer over lengden:
N∑
n=1
[−γpnayn + (βpn + γpn)acyn − ω2m˜cnacyn] = 0 , p = 1, 2, 3, ..., N
(2.2.15)
hvor:
βpn = 2H¯
(npi
L
)2 2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=
2H¯
(
npi
L
)2 for p = n
0 for p 6= n
(2.2.16)
m˜cn = m˜cp = 2mc
2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx =
2mc for p = n0 for p 6= n
(2.2.17)
21
KAPITTEL 2. TEORI
Det er ogs˚a mulig a˚ skrive beregningene p˚a matriseform, ved a˚ bytte ut p =
1, 2, 3, ..., N og rekkeutviklingen med:

α11 + γ11 −γ11 · · · γ1p −γ1p · · · γ1N −γ1N
−γ11 β11 + γ11 · · · −γ1p γ1p · · · −γ1N γ1N
...
...
. . .
...
... . .
. ...
...
γp1 −γp1 · · · αpp + γpp −γpp · · · γpN −γpN
−γp1 γp1 · · · −γpp βpp + γpp · · · −γpN γpN
...
... . .
. ...
...
. . .
...
...
γN1 −γN1 · · · γNp −γNp · · · αNN + γNN −γNN
−γN1 γN1 · · · −γNp γNp · · · −γNN βNN + γNN

−ω2

m˜y1
m˜c1
. . . 0
m˜yp
m˜cp
0 . . .
m˜yN
m˜cN



ay1
acy1
...
ayp
acyp
...
ayN
acyN

= 0
(2.2.18)
Dermed er forskyvningsamplitudevektoren definert:
ay =
[
ay1 · · · ayp · · · ayN
]T (2.2.19)
hvor ayp =
[
ayp acyp
]T , stivhetsmatrisen:
Ky =

Ω11 · · · Γ1p · · · Γ1N
...
. . . Γpn
...
Γp1 · · · Ωpp · · · ΓpN
... Γnp
. . .
...
ΓN1 · · · ΓNp · · · ΩNN
 (2.2.20)
hvor Ωpp =
[
αpp + γpp −γpp
−γpp βpp + γpp
]
og Γpn = γpn
[
1 −1
−1 1
]
. Massematrisen:
My = diag
[
m˜y1 · · · m˜yp · · · m˜yN
]
(2.2.21)
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hvor m˜yp =
[
m˜yp 0
0 m˜cp
]
. Dermed kan likevekten skrives som:
(Ky − ω2My)ay = 0 (2.2.22)
Dynamisk bevegelse i planet i vertikal z-retning
Det er n˚a sett p˚a forskyvningene inn og ut av planet. Det ønskes n˚a a˚ se p˚a
vertikal forskyvning. Siden fleksibiliteten til stagene neglisjeres, vil de to kab-
lene og bjelken bevege seg likt. Det er derfor ikke nødvendig a˚ skille mellom
bevegelsen til bjelken og kablene. Ved a˚ definere Htot = H¯ +H(t), blir da like-
vektsbetingelsene for et infinitesimalt bruelement dx, med hensyn p˚a kreftene i
x-retning, gitt ved:
−2Htot + 2(Htot + dHtot) = 0 ⇒ dHtot = 0 (2.2.23)
Har allerede at dH¯ = 0, og dermed vil ogs˚a dH(t) = 0. Den korresponderende
likevektsbetingelsen med hensyn p˚a krefter i z-retning bli da:
(2mcds+mzdx)r¨z + (2mcds+mzdx)g+ cz r˙z− 2dVtot−dVz = qztotdx (2.2.24)
hvor qztot = qz + 2qcz er dynamisk last per lengdeenhet for brudekket og de to
kablene, rz er vertikal forskyvning, cz er dempingskoeffisienten, Vtot = V¯ +V (t)
er den totale vertikale kraftkomponenten i hver av kablene, og Vz er den verti-
kale skjærkraften i bjelken.
Dermed blir differensialligningen for den vertikale bevegelsen:(
2mc
ds
dx
+mz
)
r¨z + cz r˙z − 2V ′tot − V ′z +
(
2mc
ds
dx
+mz
)
g = qztot (2.2.25)
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Figur 2.10: Det infinitesimale elementet dx[12]
Ved a˚ se p˚a det infinitesimale elementet, f˚aes:
Vtot
Htot
= V¯ + V
H¯ +H
= tanψ = d
dx
(z + rz) = z′ + r′z
⇒ V¯ + V = H¯z′ +Hz′ + (H¯ +H)r′z (2.2.26)
Som gir:
V¯ = H¯z′
V (t) = Hz′ + (H¯ +H)r′z
 (2.2.27)
Introduserer s˚a:
Vz = M ′y =
d
dx
(−EIyr′′z ) = −EIyr′′z (2.2.28)
og den tidsuavhengige likevektsbetingelsen fra lign. (2.2.1). Ser s˚a p˚a tilfellet
uten last og demping, og f˚ar differensialligningen for den vertikale bevegelsen
p˚a formen:(
2mc
ds
dx
+mz
)
r¨z − 2
[
Hz′′ + (H¯ +H)r′′z
]
+ EIyr′′′′z = 0 (2.2.29)
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Innefor teorien om grunne kabler er en vanlig tilnærming at H(t)  H¯, og at
ds
dx =
[
1 +
(
dz
dx
)2]1/2 ≈ 1. Videre f˚aes fra lign.(2.1.33) at:
z = ec + hm − zc ≈ ec + hm − 4ec x
L
(
1− x
L
)
⇒ z′′ ≈ 8ec
L2
(2.2.30)
Fra teorien om grunne kabler er zc og rz definert positivt nedadrettet, ettersom
det fokuseres p˚a kabelens vibrasjon alene. Ettersom det her fokuseres p˚a hele
brua er det mer hensynsmessig a˚ definere zc og rz positivt oppadrettet. Teorien
om grunne kabler gir da:
H(t) = (EA)c
le
8ec
L2
∫ L
0
(−rz)dx hvor le = L ·
[
1 + 8
(ec
L
)2]
(2.2.31)
og hvor (EA)c er produktet av elastisitetsmodulen og tverrsnittsarealet til kab-
lene. Differensialligningen til den vertikale bevegelesen blir da:
(2mc +mz)r¨z +
128e2c
L4
(EA)c
le
∫ L
0
rzdx− 2H¯r′′z + EIyr′′′′z = 0 (2.2.32)
Som tidligere taes det for gitt at brubanen er fritt opplagt p˚a t˚arnene, og bruker
en harmonisk Fourierrekke som løsning:
rz(x, t) = φz(x)eiωt hvor φz(x) =
N∑
n=1
azn sin
(npix
L
)
(2.2.33)
Dermed blir differensialligningen for den vertikale bevegelsen:
N∑
n=1
{
128e2c
L4
(EA)c
le
azn sin
(npix
L
)
dx+ 2H¯
(npi
L
)2
azn sin
(npix
L
)
+EIy
(npi
L
)4
azn sin
(npix
L
)
− ω2(2mc +mz)azn sin
(npix
L
)}
eiωt = 0(2.2.34)
Galerkins tilnærming ved a˚ multiplisere med
( 2
L
)
sin
(
ppix
L
)
, p = 1, 2, 3, ..., og
integrasjon over lengden gir da:
N∑
n=1
[
(κpn + λpn) azn + µpnazn − ω2m˜znazn
]
= 0 , p = 1, 2, 3, ..., N (2.2.35)
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hvor
κpn = EIy
(npi
L
)4 2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=
EIy
(
npi
L
)4 for p = n
0 for p 6= n
(2.2.36)
λpn = 2H¯
(npi
L
)2 2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=
2H¯
(
npi
L
)2 for p = n
0 for p 6= n
(2.2.37)
Mens, pga. at
∫ L
0 sin
(
jpix
L
)
dx =
{ 2L
jpi for j = 1, 3, 5, ...
0 for j = 2, 4, 6, ...
µpn =
128e2c
L4
(EA)c
le
2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
dx
∫ L
0
sin
(npix
L
)
dx
=

( 32ec
piL
)2 (EA)c
Lle
1
pn for p og n = 1, 3, 5, ...
0 for p eller n = 2, 4, 6, ...
(2.2.38)
og, hvor:
m˜zp = (2mc +mz)
2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=
(2mc +mz) for p = n0 for p 6= n (2.2.39)
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P˚a matriseform blir dette:

κ11 + λ11
. . . 0
κpp + λpp
0 . . .
κNN + λNN
+

µ11 · · · µ1n · · · µ1N
...
. . . . .
. ...
µn1 · · · µnn · · · µnN
... . .
. . . .
...
µN1 · · · µNn · · · µNN

−ω2

m˜z1
. . . 0
m˜zp
0 . . .
m˜zN



az1
...
azp
...
azN
 = 0
(2.2.40)
Dermed er forskyvningsamplitudevektoren definert:
az =
[
az1 · · · azp · · · azN
]T (2.2.41)
Stivhetsmatrisen:
Kz =

κ11 + λ11
. . . 0
κpp + λpp
0 . . .
κNN + λNN

+

µ11 · · · µ1n · · · µ1N
...
. . . . .
. ...
µn1 · · · µnn · · · µnN
... . .
. . . .
...
µN1 · · · µNn · · · µNN
 (2.2.42)
og massematrsien:
Mz = (2mc +mz)I (2.2.43)
hvor I er identitetsmatrisen. Likevekten kan dermed skrives p˚a formen:
(Kz − ω2Mz)az = 0 (2.2.44)
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Dynamisk bevegelse i ren torsjon
Til slutt skal det sees p˚a dynamisk bevegelse i ren torsjon. Siden som nevnt
tidligere, fleksibiliteten til stagene neglisjeres, vil kablene opptre harmonisk(se
figur 2.11).
Figur 2.11: Tverrsnitt ved torsjon[12]
Figur 2.12: Infinitesimalt element i torsjon[12]
Ser fra figuren at rcz = ±rθ bc2 , hvor bc er distansen mellom kablene. Som tidli-
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gere er Htot = H¯ + H(t) og Vtot = V¯ + V (t), og siden det ikke er noen krefter
som virker i x- og z-retning i bjelken:
dHtot = 0 ⇒ dH¯ = 0 og dH = 0 (2.2.45)
I statisk tilstand er likevekten:
dV¯ − qsdx−mcgds = 0 ⇒ V¯ ′ = mzg2 +mcg
ds
dx
≈ mzg2 +mcg (2.2.46)
Videre ved a˚ huske at V = hz′+(H¯+H)r′z og at H(t) =
[
(EA)c
le
]
8ec
L2
∫ L
0 (−rz)dx,
kan det sees fra figur 2.11 at ved y = − bc2 er kabelen strukket vertikalt rz =
− ( bc2 ) rθ, noe som betyr at:
V
(
y = +bc2 , t
)
≈ Hz′ + H¯r′z = |H|z′ − H¯
bc
2 r
′
θ (2.2.47)
Torsjonsmomentlikevekten blir da:
qθdx+ dMx − cθdxr˙θ −
[
mθdx+ 2mc
(
bc
2
)2
ds
]
r¨θ + dVtot
(
y = bc2
)(
bc
2 − rθhr
)
−dVtot
(
y = −bc2
)(
bc
2 + rθhr
)
= 0
(2.2.48)
hvor mθ er massetreghetsmomentet til brudekket, cθ er tverrsnittsdempings-
koeffisienten, og hr er avstanden fra skjærsenteret til festepunktet til kablene.
Antar dsdx ≈ 1, og f˚ar følgende differensialligning for bevegelse i ren torsjon:[
mθ + 2mc
(
bc
2
)2]
r¨θ + cθ r˙θ −
[
V ′tot
(
y = bc2
)
− V ′tot
(
y = −bc2
)]
+
[
V ′tot
(
y = bc2
)
+ V ′tot
(
y = −bc2
)]
hrrθ −M ′x = qθ (2.2.49)
hvor V
′
tot
(
y = bc2
)
= V¯ ′ + V ′
(
y = bc2
)
= mcg + mzg2 − |H|z′′ + H¯ bc2 r′′θ
V ′tot
(
y = − bc2
)
= V¯ ′ + V ′
(
y = − bc2
)
= mcg + mzg2 + |H|z′′ − H¯ bc2 r′′θ
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Dermed kan differensialligningen skrives som:(
mθ +mc
b2c
2
)
r¨θ + cθ r˙θ + |H|bcz′′ − H¯ b
2
c
2 r
′′
θ + (2mc +mz)ghrrθ −M ′x = qθ
(2.2.50)
hvor mθtot =
(
mθ +mc b
2
c
2
)
, og |H| = (EA)cLle 8ecL bc2
∫ L
0 rθdx. Vi introduserer s˚a
z′′ = 8ecL2 og M ′x = GItr′′θ , og f˚ar:
mθtot r¨θ + cθ r˙θ + 32
(
ecbc
L2
)2 (EA)c
le
∫ L
0
rθdx− H¯ b
2
c
2 r
′′
θ
+(2mc +mz)ghrrθ −GItr′′θ + EIwr′′′′θ = qθ (2.2.51)
Videre sees det p˚a en udempet og ulastet situasjon, alts˚a at qθ = cθ = 0. Antar
at bjelken har gaffelopplagere og er fritt opplagt p˚a t˚arnene. Ved a˚ da bruke
harmonisk Fourierrekke som løsning:
rθ(x, t) = φθ(x)eiωt hvor φθ(x) =
N∑
n=1
aθn sin
(npix
L
)
(2.2.52)
f˚aes:
N∑
n=1
{
−ω2mθtot sin
(npix
L
)
+ 32ecbc
L2
(EA)c
le
∫ L
0
sin
(npix
L
)
dx
+H¯b
2
c
2
(npi
L
)2
sin
(npix
L
)
+ (2mc +mz)ghr sin
(npix
L
)
(2.2.53)
+
[
GIt +
(npi
L
)2
EIw
](npi
L
)2
sin
(npix
L
)}
aθne
iωt = 0
Bruker Galerkins metode, og integrerer over hele lendgen:
N∑
n=1
[
(Ωpn + ϑpn + νpn) aθn + χpnaθn − ω2m˜θtotnaθn
]
= 0 , p = 1, 2, 3, ..., N
(2.2.54)
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hvor
Ωpn =
[
GIt +
(npi
L
)2
EIw
](npi
L
)2 2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=

(npiL)2
[
GIt + (npiL)2EIw
]
for p = n
0 for p 6= n
(2.2.55)
ϑpn =
H¯b2c
2
(npi
L
)2 2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=

H¯b2c
2
(
npi
L
)2 for p = n
0 for p 6= n
(2.2.56)
νpn = (2mc +mz)ghr
2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
sin
(npix
L
)
dx
=
(2mc +mz)ghr for p = n0 for p 6= n (2.2.57)
Mens pga at
∫ L
0 sin
(
jpix
L
)
dx =
{ 2L
jpi for j = 1, 3, 5, ...
0 for j = 2, 4, 6, ...
χpn = 32
(
ecbc
L2
)2 (EA)c
le
2
L
∫ L
0
sin
(ppix
L
)
dx
∫ L
0
sin
(npix
L
)
dx
=

( 16ecbc
piL
)2 (EA)c
Lle
1
pn for p og n = 1, 3, 5, ...
0 for p eller n = 2, 4, 6, ...
(2.2.58)
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P˚a matriseform blir dette:

Ω11 + ϑ11 + ν11
. . . 0
Ωpp + ϑpp + νpp
0 . . .
ΩNN + ϑNN + νNN

+

χ11 · · · χ1n · · · χ1N
...
. . . . .
. ...
χn1 · · · χnn · · · χnN
... . .
. . . .
...
χN1 · · · χNn · · · χNN

−ω2

m˜θtot1
. . . 0
m˜θtotp
0 . . .
m˜θtotN



aθ1
...
aθp
...
aθN
 = 0
(2.2.59)
Dermed er torsjonsamplitudevektoren definert:
aθ = [aθ1 · · · aθp · · · aθN ]T (2.2.60)
Massematrisen:
Mθ = mθtotI hvor mθtot = mθ +mc
b2c
2 (2.2.61)
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Stivhetsmatrisen:
Kθ =

Ω11 + ϑ11 + ν11
. . . 0
Ωpp + ϑpp + νpp
0 . . .
ΩNN + ϑNN + νNN

+

χ11 · · · χ1n · · · χ1N
...
. . . . .
. ...
χn1 · · · χnn · · · χnN
... . .
. . . .
...
χN1 · · · χNn · · · χNN

(2.2.62)
F˚ar dermed likevektsuttrykket:
(Kθ − ω2Mθ)aθ = 0 (2.2.63)
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2.3 Virvelavløsninger
En gangbru vil være utsatt for flere laster, og det m˚a sees p˚a den totale virk-
ningen av lastene n˚ar en bru skal dimensjoneres. I denne oppgaven er det valgt
a˚ legge fokus p˚a virvelavløsningslast, og hvordan slanke brukonstruksjoner re-
sponderer til denne typen last.
Virvelavløsninger oppst˚ar n˚ar vindstrømmen koliderer med broa, og den tvinges
over eller under. Denne forandringen i vindfeltet gjør at vinden g˚ar ut i virv-
ler som ruller over brutverrsnittet, som resulterer i vertikale forkyvninger. Hver
gang bru forskyves i en retning vil virvlene skifte side i forhold til brudekket,
og resulterer i svingninger i konstruksjonen. Virvelavløsningene inntreffer ved
bestemte vindhastigheter, og er forbundet med lave vindhastigheter[5].
Det ønskes a˚ se p˚a tilfellet hvor virvelavløsningsresponsen g˚ar mot resonans.
Først sees det p˚a virvelavløsningsfrekvensen fs, som finnes fra egenskapene til
tverrsnittet til brua.
Figur 2.13: Tilfeldig tverrsnitt av bru[11]
fs = St · V
D
(2.3.1)
hvor St er Strouhal tallet. Resonans forekommer n˚ar fs = fi, hvor fi er egen-
frekvensen til systemet. Dermed er kritisk vindhastigehet gitt som:
VRi = fi ·
D
St
(2.3.2)
For a˚ se videre p˚a vivelavløsningslasten startes det med a˚ se p˚a frekvensrespon-
smatrisen. Frekvensresponsfunksjonen Hˆη(ω) vil for virvelavløsninger være re-
latert til strukturens hastighet, og vil derfor avhenge av den modale responsen.
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F˚ar dermed[11]:
Hˆη(ω) =
{
I −
(
ω · diag
[
1
ωi
])2
+ 2iω · diag
[
1
ωi
]
(ξ − ξae)
}−1
(2.3.3)
hvor ξ = diag[ξi], og ξae er gitt ved:
ξaeij =
ωi
2
C˜aeij
ω2i M˜i
= ρB
2
4m˜i
∫
Lexp
(
ϕTi Cˆaeϕj
)
dx∫
L
(
ϕTi ϕj
)
dx
= ρB
2
4m˜i
∫
Lexp
φizφjzH
∗
1dx+B2
∫
Lexp
φiθφjθA
∗
2dx∫
L
(
φ2iy + φ
2
iz
+ φ2iθ
)
dx
(2.3.4)
hvor H∗1 og A∗2 er gitt som:
H∗1 = Kaz
[
1−
(
σz
azD
)2]
og A∗2 = Kaθ
[
1−
(
σθ
aθ
)2]
(2.3.5)
og m˜i er gitt som:
m˜i =
M˜i∫
L
(
ϕTi ϕi
)
dx
(2.3.6)
Dersom H∗1 og A∗2 blir sett p˚a som modale konstanter og uavhengige av posi-
sjonen i spennet, blir ξae en diagonal matrise pga de ortogonale egenskapene til
modeformene:
ξae = diag [ξaei ] (2.3.7)
hvor innholdet i matrisen er gitt som:
ξaei =
ρB2
4m˜i
H∗1
∫
Lexp
φ2izdx+B
2A∗2
∫
Lexp
φiθdx∫
L
(
φ2iy + φ
2
iz
+ φ2iθ
)
dx
(2.3.8)
Dette betyr at Hˆη(ω) er en Nmod ∗ Nmod diagonal matrise. I tilfeller hvor det
sees p˚a virvelavløsninger, er det vanligvis ikke avgjørende a˚ se p˚a vindlastens
effekt langs brubanen. Lastvektoren kan derfor forenklet skrives som:
q(x, t) = [0 qz qθ]T (2.3.9)
og tilsvarende blir da den Fouriertransformerte:
aq(x, ω) = [0 aqz aqθ ]
T (2.3.10)
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Videre blir lastspekteret til tverrsnittet:
Sqq(∆x, ω) = lim
T→∞
1
piT
(
a∗qa
T
q
)
= lim
T→∞
1
piT
0 0 00 a∗qzaqz a∗qzaqθ
0 a∗qθaqz a
∗
qθ
aqθ
 =
0 0 00 Sqzqz Sqzqθ
0 Sqθqz Sqθqθ
 (2.3.11)
Uttrykket blir vesentlig lettere a˚ løse dersom det kan sees bort fra sammenhen-
gen mellom qz og qθ. F˚ar da:
Sqq(∆x, ω) ≈
0 0 00 Sqzqz 0
0 0 Sqθqθ
 (2.3.12)
hvor krysspektrene Sqzqz og Sqθqθ er gitt ved:
Sqzqz = Sqz (ω)Cˆoqz (∆x)
Sqθqθ = Sqθ (ω)Cˆoqθ (∆x)
 (2.3.13)
hvor: Sqz (ω)
Sqθ (ω)
 = ( 12ρV 2)2√
piωs

(Bσˆqz )
2
bz
e
−
(
1− ω
ωs
bz
)2
(B2σˆqθ )2
bθ
e
−
(
1− ω
ωs
bθ
)2
 (2.3.14)
og:
Cˆoqm(∆x) = cos
(
2
3
∆x
λmD
)
e−(
∆x
3λmD ) (2.3.15)
hvor m = z eller θ, ωs = 2pifs, σˆqm =
σqm
1
2ρV
2B
er den udimensjonale effek-
tivverdien til løftet eller torsjonsmomentkoeffisienten, bm er en dimensjonsløs
lastspekterbreddeparameter, λm er en udimensjonal koherenslengde og ∆x er
elementlengden. Det modale lastspekteret blir dermed:
SQˆiQˆj (ω) =
∫ ∫
Lexp
ϕTi (x1)Sqq(∆x, ω)ϕj(x2)dx1dx2(
ω2i M˜i
) (
ω2j M˜j
)
=
Sqz
∫ ∫
Lexp
φiz (x1)φjz Cˆoqzdx1dx2 + Sqθ
∫ ∫
Lexp
φiθ (x1)φjθ Cˆoqθdx1dx2(
ω2i M˜i
) (
ω2j M˜j
) (2.3.16)
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Videre vil en fornuftig antagelse være at lengdeskalaen til integralet av virvlene
λD er liten sammenlignet med det strømningsinduserte omr˚adet Lexp til struk-
turen. Siden qz og qθ er for˚arsaket av de samme virvlene, vil koherensegenskape-
ne deres antagelig være identiske. Dette betyr at
(
med
∫∞
0 Cˆoqn(∆x)d(∆x) ≈ λD
)
:
SQˆiQˆj (ω) ≈
2λD
[
Sqz
∫
Lexp
φiz (x)φjz (x)dx+ Sqθ
∫
Lexp
φiθ (x)φjθ (x)dx
]
(
ω2i M˜i
) (
ω2j M˜j
)
(2.3.17)
Og igjen pga. de ortogonale egenskapene til modeformene:
SQˆ = diag
[
SQˆi
]
(2.3.18)
hvor
SQˆi(ω) =
2λD
[
Sqz (ω)
∫
Lexp
φ2izdx+ Sqθ (ω)
∫
Lexp
φ2iθdx
]
(
ω2i M˜i
)2 (2.3.19)
Videre sees det s˚a p˚a spektralresponsmatrisen. Med forenklingene som er gjort
er b˚ade Hˆη og SQˆ er diagonale. Dette betyr at:
Srr(xr, ω) = Φr(xr) · diag [Sηi(ω)] ·ΦTr (xr) =
Nmod∑
i=1
ϕi(xr)ϕTi (xr)Sηi(ω)
=
Nmod∑
i=1
φ2y(xr) φy(xr)φz(xr) φy(xr)φθ(xr)φ2z(xr) φz(xr)φθ(xr)
Sym. φ2θ(xr)

i
Sηi(ω) (2.3.20)
hvor
Sηi = |Hˆηi(ω)|2 · SQˆi(ω) (2.3.21)
og Hˆηi(ω) er gitt som:
Hˆηi(ω) =
[
1−
(
ω
ωi
)2
+ 2i (ξi − ξaei)
ω
ωi
]−1
(2.3.22)
og ξaei er gitt som tidligere. Den koresponderende kovariansresponsmatrisen
Covrr(xr), til den dynamiske responsen ved en koordinat xr langs spennet, er
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gitt som:
Covrr(xr) =
∫ ∞
0
Srr(xr, ω)dω =
σ2ryry Covryrz Covryrθσ2rzrz Covrzrθ
Sym. σ2rθrθ

=
Nmod∑
i=1
φ2y(xr) φy(xr)φz(xr) φy(xr)φθ(xr)φ2z(xr) φz(xr)φθ(xr)
Sym. φ2θ(xr)

i
σ2ηi (2.3.23)
hvor σ2ηi =
∫∞
0 Sηidω, er variansbidraget til en tilfeldig mode i.
Vanligvis er dynamisk respons pga virvelavløsninger resonant og entydig. Det
er derfor stort sett tilstrekkelig a˚ kun se p˚a den resonante delen av frekvensdo-
menet, og forkaste de øvrige delene. F˚ar dermed:
σ2ηi =
∫ ∞
0
Sηidω =
∫ ∞
0
|Hˆηi(ω)|2 · SQˆi(ω)dω
≈
∫ ∞
0
|Hˆηi(ω)|2dω · SQˆi(ωi) =
piωiSQˆi(ωi)
4 (ξi − ξaei)
(2.3.24)
hvor
SQˆi(ω) =
2λD
[
Sqz (ω)
∫
Lexp
φ2izdx+ Sqθ (ω)
∫
Lexp
φ2iθdx
]
(
ω2i M˜i
)2
= 2λD(
ωiM˜i
)2
(
ρV 2B
2
)2
√
piωs
σ2qzbz
∫
Lexp
φ2izdx · e
−
(
1− ωi
ωs
bz
)2
(2.3.25)
+(Bσqθ )
bθ
∫
Lexp
φ2iθdx · e
−
(
1− ωi
ωs
bθ
)2
og ωs = 2pifs. For a˚ gjøre disse beregningene i praksis m˚a man bruke iterasjoner.
Dette fordi H∗1 og A∗2 er funksjoner som avhenger av σrzrz og σrθrθ . Iterasjonene
vil bli utført p˚a forskjellen mellom ξi og ξaei , som vil være en liten størrelse.
Enkel mode, enkel komponent - responsberegninger
Denne typen beregninger er aktuelt i tilfeller hvor det er forskyvninger i z-
retning(rz) og ved torsjon(rθ). Det gjelder alts˚a modeformer hvor det i hovedsak
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er bidrag fra z- og θ-komponenter:
ϕi(x) ≈ [0 φz 0]Ti
ϕi(x) ≈ [0 0 φθ]Ti
 (2.3.26)
Dette fører til at spektralresponsmatrisen Srr(xr, ω) blir diagonal, og innehol-
der kun responsvariansene til eksitasjonen i hver mode langs diagonalen. F˚ar
dermed:
Srn(ω) = φ2n(xr)|Hˆηn(ω)|2SQˆn(ω)
σ2rn =
∫∞
0 Srn(ω)dω
 hvor n =
z
θ
(2.3.27)
hvor
Hˆηn(ω) =
[
1−
(
ω
ωn
)2
+ 2i (ξi − ξaei) ωωn
]−1
SQˆn(ω) = 2λD
Sqn (ω)
∫
Lexp
φ2n(x)dx
(ω2nM˜n)2
 (2.3.28)
og hvor de aerodynamiske dempinsegenskapene blir:
ξaez =
C˜aezz
2ωzM˜z
= ρB
2H∗1
4m˜z
∫
Lexp
φ2zdx∫
L
φ2zdx
= ρB
2
4m˜zKaz
[
1−
(
σz
azD
)2] ∫
Lexp
φ2zdx∫
L
φ2zdx
ξaeθ =
C˜aeθθ
2ωθM˜θ
= ρB
4A∗2
4m˜θ
∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2
θ
dx
= ρB
4
4m˜θKaθ
[
1−
(
σθ
aθ
)2] ∫
Lexp
φ2θdx∫
L
φ2
θ
dx

(2.3.29)
Som tidligere sees det p˚a den resonante delen av frekvensdomenet:
σ2rn =
∫ ∞
0
Srndω ≈ φ2n(xr)
∫ ∞
0
|Hˆηn(ω)|2dωSQˆn(ωn)
⇒ σ2rn = φ2n(xr)
piωnSQˆn(ωn)
4 (ξn − ξaen)
hvor n =
z
θ
(2.3.30)
Som nevnt tidligere er det rimelig a˚ anta at lengdeskalen λD for qz og qθ er
tilnærmet like. Bruker s˚a:
M˜n = m˜n
∫
L
φ2ndx hvor n =
z
θ
(2.3.31)
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og SQˆn og Sqn som tidligere, og f˚ar dermed:
σrz
D
= |φz(xr)|27/2pi7/4 ·
ρBD
m˜z
· σˆqz
St2
·
[
λ
bz (ξz − ξaez )
]1/2
·
(
D
∫
Lexp
φ2zdx
)1/2∫
L
φ2zdx
gz(VRz , V ) (2.3.32)
σrθ
D
= |φθ(xr)|27/2pi7/4 ·
ρ(BD)2
m˜θ
· σˆqθ
St2
·
[
λ
bθ (ξθ − ξaeθ )
]1/2
·
(
D
∫
Lexp
φ2θdx
)1/2∫
L
φ2θdx
gθ(VRθ , V ) (2.3.33)
hvor
gn(VRn , V ) =
(
V
VRn
)3/2
e
− 12
(
1−
VRn
V
bn
)2
hvor n =
z
θ
, VRn =
Dωn
2piSt
(2.3.34)
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2.4 Massedempere
Slanke konstruksjoner er særlig utsatt for dynamiske svingninger. En mulig m˚ate
a˚ redusere svingninger p˚a er ved a˚ innføre massedempere. Massedemping er en
enkel men svært effektiv m˚ate a˚ forhindre store svingninger i et system ved svi-
ninger som nærmer seg egenfrekvens. Prinsippet er enkelt, har et gitt system, og
bestemmer egenverdiene for systemet. S˚a festes en liten masse til systemet med
en demper og en fjær, og det sørges for at den lille massen har samme egenfre-
kvens som systemet. N˚ar egenfrekvensen inntreffer vil da ogs˚a egenfrekvensen
til den lille massen inntreffe, men den lille massen vil svinge i motfase til resten
av systemet, grunnet demperen og fjæren. Dermed reduseres responsen til sys-
temet ved egenfrekvens.
For a˚ forklare hvordan massedempere fungerer g˚aes det her gjennom et eksempel
[2]:
Figur 2.14: SDOF-TMD system [2]
Bruker følgende notasjon:
ω2 = k
m
c = 2ξωm ω2d =
kd
md
cd = 2ξdωdmd (2.4.1)
Videre defineres masseforholdet:
m¯ = md
m
(2.4.2)
Ønsker s˚a a˚ se p˚a bevegelsesligningen for primærmasse og TMD(Tuned Mass
Damper):
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Primærmasse:
(1 + m¯)u¨+ 2ξωu˙+ ω2u = p
m
− m¯u¨d (2.4.3)
TMD:
u¨d + 2ξdωdu˙d + ω2dud = −u¨ (2.4.4)
Meningen med TMD er a˚ redusere responsen til systemet. For a˚ gjøre dette m˚a
massedemperen tilpasses slik at den gir størst mulig effekt. Justeringsmulighete-
ne man har til r˚adighet er a˚ endre massen md, fjærstivheten kd eller dempingen
cd til massedemperen. Et godt utgangspunkt er a˚ se p˚a tilfellet:
ωd = ω (2.4.5)
Ved a˚ se p˚a stivhet fører dette til:
kd
md
= k
m
⇒ kd = m¯k (2.4.6)
Videre sees det p˚a en periodisk forskyvning, p :
p = pˆ sin Ωt (2.4.7)
Med denne forskyvningen f˚aes da følgende respons for de to massene:
u = uˆ sin (Ωt+ δ1) (2.4.8)
ud = uˆd sin (Ωt+ δ1 + δ2) (2.4.9)
hvor uˆ og uˆd er forskyvningsamplitudene, og δ1 og δ2 er faseforskyvningene. Det
kritiske lastscenario inntreffer n˚ar Ω = ω. Løsningen blir da:
uˆ = pˆ
kmˆ
√
1
1 + ( 2ξm¯ +
1
2ξd )
2
(2.4.10)
uˆd =
1
2ξd
uˆ (2.4.11)
tan δ1 = −
[
2ξ
m¯
+ 12ξd
]
tan δ2 = −pi2 (2.4.12)
I tilfellet uten TMD vil responsen være gitt ved:
uˆ = pˆ
k
(
1
2ξ
)
δ1 =
(
−pi2
)
(2.4.13)
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Ønsker n˚a a˚ se hvilket bidrag TMD gir. Setter opp løsningen p˚a generell form:
uˆ = pˆ
k
(
1
2ξe
)
(2.4.14)
ξe =
m¯
2
√
1 +
(
2ξ
m¯
+ 12ξd
)2
(2.4.15)
Ser dermed hvilket relativt bidrag massedemperen gir. Ved a˚ øke masseforholdet
m¯ = mdm øker dempingseffekten, men ettersom dette innebærer a˚ øke massen til
massedemperen, er det begrensninger p˚a hvor stor den kan være. Samtidig øker
dempingseffekten ved a˚ redusere dempingskoeffisienten til massedemperen, ξd.
Men ved a˚ gjøre dette vil den relative forskyvningen øke for massedemperen, og
det er her ogs˚a begrenset hvor mye som kan tillates rent praktisk.
For a˚ forklare nærmere hvordan en massedemper virker begynnes det med a˚
se p˚a et enkelt system:
Figur 2.15: SDOF-system med massedemper[13]
Setter opp likevektsuttrykk for de to massene[13]:
M1r¨1 + C1r˙1 − C2(r˙2 − r˙1) +K1r1 −K2(r2 − r1)−R1 = 0 (2.4.16)
M2r¨2 + C2(r˙2 − r˙1) +K2(r2 − r1) = 0 (2.4.17)
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Som kan skrives p˚a matriseform:[
M1 0
0 M2
] [
r¨1
r¨2
]
+
[
C1 + C2 −C2
−C2 C2
] [
r˙1
r˙2
]
+
[
K1 +K2 −K2
−K2 K2
] [
r1
r2
]
=
[
R1
0
]
(2.4.18)
Eller alternativt:
M0r¨0 +C0r˙0 +K0r0 = R0 (2.4.19)
hvor: r0 =
[
r1 r2
]T
R0 =
[
R1 0
]T
M0 =
[
M1 0
0 M2
]
C0 =
[
C1 + C2 −C2
−C2 C2
]
K0 =
[
K1 +K2 −K2
−K2 K2
]
Videre introduseres for enkelhets skyld r1 = r og ∆r = r2 − r1, slik at:[
r1
r2
]
=
[
1 0
1 1
] [
r
∆r
]
(2.4.20)
hvor r0 = Ψr , Ψ =
[
1 0
1 1
]
, r =
[
r
∆r
]
Kan dermed skrive ligning (2.4.19) som:
ΨTM0Ψr¨0 + ΨTC0Ψr˙0 + ΨTK0Ψr0 = ΨTR0 (2.4.21)
⇒ Mr¨ +Cr˙ +Kr = R (2.4.22)
hvor M = ΨTM0Ψ =
[
M1 +M2 M2
M2 M2
]
, C = ΨTC0Ψ =
[
C1 0
0 C2
]
K = ΨTK0Ψ =
[
K1 0
0 K2
]
, R = ΨTR0Ψ =
[
R1
0
]
For a˚ se nærmere p˚a egenskapene til systemet settes C = 0 , R = 0 og
r = Ψeiωt, hvor ψ =
[
ψ1 ψ2
]T . Dette gir:
Mr¨ +Kr = 0 (2.4.23)
og
r¨ = −ω2ψeiωt (2.4.24)
Multipliserer s˚a med K−1, og f˚ar:
(I − ω2K−1M)ψ = 0 (2.4.25)
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hvor:
K−1M =
[
1/K1 0
0 1/K2
] [
M1 +M2 M2
M2 M2
]
(2.4.26)
Dermed er egenverdiproblemet gitt ved:[
1− ω2M1+M2K1 −ω2M2K2
−ω2M2K2 1− ω2M2K2
] [
ψ1
ψ2
]
= 0 (2.4.27)
Ved a˚ løse egenverdiproblemet med hensyn p˚a ω2 f˚aes da:
ω2 =
M1+M2
K1
+ M2K2 ±
√(
M1+M2
K1
+ M2K2
)2
− 4
(
M1M2
K1K2
)
2
(
M1M2
K1K2
) (2.4.28)
For en TMD vil massen til massedemperen være vesentlig mindre enn massen
til konstruksjonen. En kan derfor anta M2 << M1, noe som gir:
ω2 ≈
M1
K1
+ M2K2 ±
√(
M1
K1
+ M2K2
)2
− 4
(
M1M2
K1K2
)
2
(
M1M2
K1K2
) (2.4.29)
⇒ ω2 =
M1
K1
+ M2K2 ±
(
M1
K1
− M2K2
)
2
(
M1M2
K1K2
) ⇒ ω1 = √K1/M1
ω2 =
√
K2/M2
(2.4.30)
Har n˚a funnet uttrykkene for egenfrekvensene til systemet. Ønsker videre a˚ se p˚a
frekvensresponsfunksjonen Hˆ(ω) til systemet, for a˚ se p˚a effekten massedempe-
ren gir. Ser først p˚a de Fouriertransformerte av responsen r(t), og lastresponsen
R(t):
r(t) =
∑
ω
ar(ω)eiωt (2.4.31)
R(t) =
∑
ω
aR(ω)eiωt (2.4.32)
hvor ar(ω) =
[
ar a∆r
]T og aR(ω) = [aR1 0]T er Fourieramplitudene til de
to responsene.
45
KAPITTEL 2. TEORI
For at uttrykkene for responsene skal stemme for summen over ω, m˚a de ogs˚a
stemme for hver enkel ω. Setter s˚a inn i lign(2.4.22). Ved a˚ løse for ar(ω), f˚aes
da:
ar(ω) =
1
I −
(
ω
ωn
)2
+ 2ξn ωωn i
K−1aR(ω) (2.4.33)
hvor Hˆ(ω) = 1
I−( ωωn )
2+2ξn ωωn i
er frekvensresponsfunksjonen.
Ønsker videre a˚ finne et generelt uttrykk for frekvensresponsfunksjonen til et
system med TMD. Ser derfor først p˚a:
Hˆ
−1 = −ω2MK−1 + iωCK−1 + I (2.4.34)
Dette gir, ved a˚ se p˚a masseforholdet µ = M2M1 :[
Hˆ
−1
11 Hˆ
−1
12
Hˆ
−1
21 Hˆ
−1
22
]
=
1− (1 + µ)
(
ω
ω1
)2
+ 2ξ1 ωω1 i −µ
(
ω
ω1
)2
−
(
ω
ω2
)2
1−
(
ω
ω2
)2
+ 2ξ2 ωω2 i

(2.4.35)
Videre med D1 = Hˆ
−1
11 og D2 = Hˆ
−1
22 f˚aes dermed frekvensresponsfunksjonen
som:
Hˆ(ω) = 1
D1D2 − µ
(
ω
ω1
)2 (
ω
ω1
)2
 D2 µ
(
ω
ω1
)2(
ω
ω2
)2
D1
 (2.4.36)
Ønsker n˚a a˚ lage generelle uttrykk for innholdet i matrisen Hˆ(ω). Definerer:
ωˆ = ω/ω1
α = ω1/ω2
}
(2.4.37)
Videre defineres:
a1 = 2(ξ1 + αξ2)
b1 = 2ξ2α
a2 = 1 + µ+ α2 + 4αξ1ξ2
b2 = α2
a3 = 2α[αξ1 + (1 + µ)ξ2] d2 = µ
c1 = 2ξ1
a4 = α2 e2 = α2
c2 = 1 + µ

(2.4.38)
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F˚ar dermed følgende uttrykk for innholdet i matrisen Hˆ(ω):
Hˆ11(ωˆ) = 1+b1(iωˆ)+b2(iωˆ)
2
1+a1(iωˆ)+a2(iωˆ)2+a3(iωˆ)3+a4(iωˆ)4
Hˆ12(ωˆ) = −d2(iωˆ)
2
1+a1(iωˆ)+a2(iωˆ)2+a3(iωˆ)3+a4(iωˆ)4
Hˆ21(ωˆ) = −e2(iωˆ)
2
1+a1(iωˆ)+a2(iωˆ)2+a3(iωˆ)3+a4(iωˆ)4
Hˆ22(ωˆ) = 1+c1(iωˆ)+c2(iωˆ)
2
1+a1(iωˆ)+a2(iωˆ)2+a3(iωˆ)3+a4(iωˆ)4

(2.4.39)
Kan n˚a se p˚a spektraltettheten til responsen:
Sr(ω) =
[
Srr Sr∆r
S∆rr S∆r∆r
]
= lim
T→∞
1
piT
a∗ra
T
r = lim
T→∞
1
piT
[
a∗rar a
∗
ra∆r
a∗∆rar a
∗
∆ra∆r
]
= lim
T→∞
1
piT
(
Hˆ(ω)
[
aR1(ω)/K1
0
])∗(
Hˆ(ω)
[
aR1(ω)/K1
0
])T
(2.4.40)
= SR1(ω)
K21

∣∣∣Hˆ11(ωˆ)∣∣∣2 Hˆ∗11(ωˆ)Hˆ21(ωˆ)
Hˆ∗21(ωˆ)Hˆ11(ωˆ)
∣∣∣Hˆ21(ωˆ)∣∣∣2

hvor SR1(ω) = lim
T→∞
1
piT a
∗
R1
(ω)aR1(ω) er spektraltettheten til lasten som virker
p˚a systemet. Videre sees det p˚a en last over et stort spekter, og en respons som
nærmer seg resonans. Dette fører til at responsvariansen, σ2r og σ2∆r, er gitt ved:
σ2r =
∫ ∞
0
Srr(ω)dω =
SR1(ω)
K21
∫ ∞
0
∣∣∣Hˆ11(ωˆ)∣∣∣ dω
= piω1SR1(ω1)2K21
a2a3 − a1a4 + a1b22 + a3(b21 − 2b22)
a1a2a3 − a21a4 − a23
(2.4.41)
σ2∆r =
∫ ∞
0
S∆r∆r(ω)dω =
SR1(ω)
K21
∫ ∞
0
∣∣∣Hˆ21(ωˆ)∣∣∣ dω
= piω12K21
SR1(ω1)
a1d
2
2 − 2a3d2
a1a2a3 − a21a4 − a23
(2.4.42)
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TMD for et kontinuerlig linjeformet system
Figur 2.16: Bjelke/søyle med massedemper Mj i posisjon xj [13]
For et reelt system vil det være ønskelig a˚ innstalere dempere som demper ut
flere enn en mode. Ser p˚a en bjelke/søyle med demperene Mj , j = 1, 2, 3, ..., Nj ,
ved korresponderende posisjoner xj(se fig. 2.16). Bjelken i seg selv er utsatt
for en last qz(x, t), mens det er tatt for gitt at det ikke er noen last direkte
p˚a massedemperene. Det antas ogs˚a at massene til demperene er sm˚a i forhold
massen til systemet. Bevegelsen til systemet kan beskrives modalt ved rz(x, t) =
Φ(x)·η(t), hvor Φ beskriver modeformene utifra egenverdianalysen av systemet.
Ved en tilfeldig posisjon x og tid t er da systemet i bevegelse rz(x, t). Samtidig
som dette skjer vil en massedemper Mj ved posisjon xj ha bevegelsen rj(t).
Ved dette tidspunktet sees det s˚a p˚a de virtuelle forskyvningene i systemet.
Bjelken vil ha en virtuell forskyvning δrz(x), mens massedemperen vil ha en
virtuell forskyvning δrjz . Den totale energien til systemet vil være uforandret
ved denne virtuelle forskyvningen, og dermed f˚aes et energilikevektsuttrykk for
systemet, hvor ytre arbeid settes opp mot indre arbeid:∫
L
[qz(x, t)−mz(x)r¨z(x, t)− cz(x)r˙z(x, t)] δrz(x)dx
+
∑
j
Fj(t)δrz(xj)−
∑
j
[Mj r¨z(t) + Fj(t)] δrjz
=
∫
L
∫
A
σx(x, z, t)δx(x, z, t)dAdx (2.4.43)
hvor qz, mz og cz er henholdsvis fordelt last, masse og viskøs demping, mens σx
er normalspenningen forbundet med rz, δx er normaltøyningen forbundet med
48
2.4. MASSEDEMPERE
δrz, og:
Fj(t) = Cj [r˙jz (t)− r˙z(xj , t)] +Kj [rjz (t)− rz(xj , t)]
= Cj r˙jz (t) +Kjrjz (t)− [Cj r˙z(xj , t) +Kjrz(xj , t)] (2.4.44)
hvor igjen Kj og Cj er henholdsvis stivheten og dempingsegenskapen til masse-
demper nr j. Har at[13]:
σx = My(x,t)Iy z =
−EIyr′′z (x,t)
Iy
z = −Er′′z (x, t) · z
δx = −δr′′z (x) · z
 (2.4.45)
og dermed:∫
L
∫
A
σx(x, z, t)δx(x, z, t)dAdx =
∫
L
∫
A
[−Er′′z (x, t) · z] · [−δr′′z (x) · z] dAdx
=
∫
L
Er′′z (x, t)δrz(x)
∫
A
z2dAdx =
∫
L
EIyr
′′
z (x, t)δr′′z (x)dx (2.4.46)
setter s˚a inn i energilikevekten:∫
L
mz(x)r¨z(x, t)δrz(x)dx+
∫
L
cz(x)r˙z(x, t)δrz(x)dx
+
∫
L
EIyr
′′
z (x, t)δr′′z (x)dx−
∑
j
Fj(t)δrz(xj)
+
∑
j
[Mj r¨jz (t) + Fj(t)] δrjz =
∫
L
qz(x, t)δrz(x)dx (2.4.47)
Videre sees det først, for enkelhets skyld, p˚a et tilfelle hvor det er en enkelt
mode φz(x) og en enkelt massedemper(M1, C1, K1) ved posisjon x1 p˚a spennet
til bjelken. F˚ar da:
rz(x, t) = φz(x)ηz(t)
r1(t) = 1 · η1(t)
 (2.4.48)
og som tidligere ved a˚ se p˚a virtuell forskyvning:
δrz(x) = φz(x)δηz
δr1 = 1 · δη1
 (2.4.49)
49
KAPITTEL 2. TEORI
Ser s˚a igjen p˚a energilikevekten:∫
L
mz(x)φz(x)η¨z(t)φz(x)δηzdx
+
∫
L
cz(x)φz(x)η˙z(t)φz(x)δηzdx+
∫
L
EIyφ
′′
z (x)ηz(t)φ′′z (x)δηzdx
−{C1η˙1(t) +K1η1(t)− [C1φz(x1)η˙z(t) +K1φz(x1)ηz(x)]}φz(x1)δηz
+ {M1η¨1 + C1η˙1(t) +K1η1(t)− [C1φz(x1)η˙z(t) +K1φz(x1)ηz(t)]} δη1
=
∫
L
qz(x, t)φz(x)δηzdx(2.4.50)
som p˚a matriseform kan skrives som:
δηTz
[
M˜z0 η¨z0(t) + C˜z0 η˙z0(t) + K˜z0ηz0(t)
]
= δηTz R˜z0(t) (2.4.51)
hvor
ηz0 = [ηz η1]
T
δηz0 = [δηz δη1]
T
R˜z0 =
[
R˜z 0
]T
M˜z0 =
[
M˜z 0
0 M1
]
C˜z0 =
C˜z + φ2z(x1)C1 −φz(x1)C1
−φz(x1)C1 C1

K˜z0 =
K˜z + φ2z(x1)K1 −φz(x1)K1
−φz(x1)K1 K1

og 
M˜z
C˜z = 2ξnωnM˜z
K˜z = ω2nM˜z
R˜z
 = ∫
L

φ2z(x) ·mz(x)
φ2z(x) · cz(x)
φ′′2z (x) · EIy(x)
φz(x) · qz(x, t)
 dx
Multiplikasjon med δηTz kan utelates. F˚ar da:
M˜z0 η¨z0(t) + C˜z0 η˙z0(t) + K˜z0ηz0(t) = R˜z0(t) (2.4.52)
Definerer s˚a den relative demperbevegelsen:
∆r1(t) = 1 ·∆η1(t) = rz(x, t)− r1(t) = φz(x1)η(t)− 1 · η1(t) (2.4.53)
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Ser s˚a p˚a forskyvningene:[
rz(x, t)
r1(t)
]
=
[
φz(x) 0
0 1
] [
ηz(t)
η1(t)
]
=
[
rz(x)
rz(x1) + ∆r1
]
=
[
φz(x) 0
φz(x1) 1
] [
ηz(t)
∆η1(t)
]
(2.4.54)
og f˚ar at:
ηz0(t) = Ψz(x) · ηz(t) (2.4.55)
hvor
ηz(t) = [ηz ∆η1]
T
og
Ψz =
[
φz(x) 0
0 1
]−1 [
φz(x) 0
φz(x1) 1
]
=
[
1 0
φz(x1) 1
]
(2.4.56)
Energilikevekten med relative modale koordinater blir da:
M˜zη¨z(t) + C˜zη˙z(t) + K˜zηz(t) = R˜z(t) (2.4.57)
hvor
M˜z = ΨTz M˜z0Ψz =
[
M˜z + φ2z(x1)M1 φz(x)M1
φz(x)M1 M1
]
(2.4.58)
C˜z = ΨTz C˜z0Ψz =
[
C˜z 0
0 C1
]
K˜z = ΨTz K˜z0Ψz =
[
K˜z 0
0 K1
]
(2.4.59)
og
R˜z = ΨTz R˜z0 =
[
R˜z 0
]T (2.4.60)
For a˚ videre se p˚a responsen i frekvensdomenet gjøres det samme som vist
tidligere for SDOF-systemet. Ved a˚ bytte ut egenskapene til SDOF-systemet
med de modale egenskapene til det kontinuerlige systemet f˚aes da:
Sη(ω) = lim
T→∞
1
piT
a∗ηa
T
η = lim
T→∞
1
piT
[
a∗ηaη a
∗
ηa∆η
a∗∆ηaη a
∗
∆ηa∆η
]
=
[
Sηzηz Sηz∆η
S∆ηηz S∆η∆η
]
= lim
T→∞
1
piT
(
Hˆ(ω)
[
aR˜z (ω)/K˜z
0
])∗(
Hˆ(ω)
[
aR˜z (ω)/K˜z
0
])T
=
SR˜z (ω)
K˜2z

∣∣∣Hˆzz(ωˆ)∣∣∣2 Hˆ∗zz(ωˆ)Hˆ1z(ωˆ)
Hˆ∗1z(ωˆ)Hˆzz(ωˆ)
∣∣∣Hˆ1z(ωˆ)∣∣∣2
 (2.4.61)
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hvor SR˜z (ω) er spektraltettheten til den modale lasten til hovedsystemet, og:
Hˆzz(ωˆ) = 1+b˜1(iωˆ)+b˜2(iωˆ)
2
1+a˜1(iωˆ)+a˜2(iωˆ)2+a˜3(iωˆ)3+a˜4(iωˆ)4
Hˆ1z(ωˆ) = −d˜2(iωˆ)
2
1+a˜1(iωˆ)+a˜2(iωˆ)2+a˜3(iωˆ)3+a˜4(iωˆ)4
 (2.4.62)
ωˆ = ω/ωz
α˜ = ωz/ω1 hvor ω1 =
√
K1/M1
µ˜ = M1/M˜z
 (2.4.63)
a˜1 = 2(ξz + α˜ξ1)
b˜1 = 2ξzα˜
a˜2 = 1 + µ˜+ α˜2 + 4α˜ξzξ1
b˜2 = α˜2
a˜3 = 2α˜[α˜ξz + (1 + µ˜)ξ1] d˜2 = µ˜
c˜1 = 2ξz
a˜4 = α˜2 e˜2 = α˜2
c˜2 = 1 + µ˜

(2.4.64)
hvor ξz er bjelkens dempingsrate og ξ1 er massedemperens dempingsrate. Ved
a˚ anta at bjelken er p˚akjent en jevnt fordelt stokastisk last qz(x, t), med kryss-
spektraletthet Sqz (ω,∆x), hvor ∆x = |xa−xb| er absoluttverdien til avstanden
mellom to tilfeldige punkter xa og xb, f˚aes da:
SR˜z (ω) = limT→∞
1
piT
a∗
R˜z
(ω) · aT
R˜z
(ω)
= lim
T→∞
1
piT
[∫
L
φz(x)aqz (ω, x)dx
]∗
·
[∫
L
φz(x)aqz (ω, x)dx
]
=
∫
L
∫
L
φz(xa)φz(xb) lim
T→∞
1
piT
a∗qz (ω, xa) · aqz (ω, xb)
=
∫
L
∫
L
φz(xa) · φz(xb) · Sqz (ω,∆x)dxadxb (2.4.65)
Den fysiske responsen kan s˚a finnes ved a˚ se p˚a at:[
rz(x, t)
∆r1(t)
]
= Ψ0
[
ηz(t)
∆η1(t)
]
hvor Ψ0 =
[
φz(x) 0
0 1
]
(2.4.66)
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Dette gir:
Srz (x, ω) = lim
T→∞
1
piT
([
rz(x, t)
∆r1(t)
]∗ [
rz(x, t)
∆r1(t)
]T)
=
[
Srzrz Srz∆r1
S∆r1rz S∆r1∆r1
]
= lim
T→∞
1
piT
(
Ψ0
[
ηz(t)
∆η1(t)
])∗(
Ψ0
[
ηz(t)
∆η1(t)
])T
= Ψ0Sηz (ω)ΨT0
=
SR˜z (ω)
K˜2z
 φ2z(x)
∣∣∣Hˆzz(ωˆ)∣∣∣2 φz(x)Hˆ∗zz(ωˆ)Hˆ1z(ωˆ)
φz(x)Hˆ∗1z(ωˆ)Hˆzz(ωˆ)
∣∣∣Hˆ1z(ωˆ)∣∣∣2
 (2.4.67)
Som tidligere, hvis det sees p˚a lasten over et stort spekter, vil det f˚aes en respons
som nærmer seg resonans. Responsvariansen blir da:
σ2rz (xr) =
∫ ∞
0
Srzrz (ω)dω ≈ φ2z(xr)
SR˜z (ωz)
K˜2z
∫ ∞
0
∣∣∣Hˆzz(ωˆ)∣∣∣ dω
= φ2z(xr)
piω1SR˜1(ωz)
2K˜2z
a˜2a˜3 − a˜1a˜4 + a˜1b˜22 + a˜3(b˜21 − 2b˜22)
a˜1a˜2a˜3 − a˜21a˜4 − a˜23
(2.4.68)
σ2∆r =
∫ ∞
0
S∆r∆r(ω)dω =
SR˜z (ωz)
K21
∫ ∞
0
∣∣∣Hˆ1z(ωˆ)∣∣∣ dω
= piωz
2K˜2z
SR˜z (ωz)
a˜1d˜
2
2 − 2a˜3d˜2
a˜1a˜2a˜3 − a˜21a˜4 − a˜23
(2.4.69)
Systemer med flere massedempere som demper ut flere moder
Ovenfor sees det p˚a systemer med bare en TMD. Det ønskes n˚a a˚ se p˚a et
system med flere moder, og massedempere i posisjon xj , j = 1, 2, ..., N . Har da
Nj antall dempere, som defineres ved:
Md = diag [Mj ]
Cd = diag [Cj ]
Kd = diag [Kj ]
 j = 1, 2, ..., Nj (2.4.70)
Hensikten med disse massedemperene er a˚ dempe ut svingninger i Nj eller færre
moder. Det tas fortsatt for gitt at massene til demperene er sm˚a i forhold til de
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modale massene. I modalkoordinater kan da systemets forskyvninger beskrives
som:
rz(x, t) =
Nmod∑
n=1
φzn(x) · ηzn(t) = Φz(x)ηz(t) (2.4.71)
hvor
Φz(x) =
[
φz1 · · · φzn · · · φzNmod
]
ηz(t) =
[
ηz1 · · · ηzn · · · ηzNmod
]T
 (2.4.72)
I orginalkoordinater kan forskyvningene til massedemperene beskrives ved:
rd(t) =
[
r1 · · · rj · · · rNj
]T (2.4.73)
Siden forskyvningen til en massedemper vil beskrive en modeform (rj = 1 · ηj),
vil rd i orginalkoordinater være ekvivalent med ηd i modalkoordinater:
rd(t) = ηd(t) =
[
η1 · · · ηj · · · ηNj
]T (2.4.74)
Dermed kan koordinatene beskrives som:
r =
[
rz(x, t)
rd(t)
]
og η =
[
ηz(t)
ηd(t)
]
(2.4.75)
For disse frihetsgradene sees det s˚a p˚a et sett tidsuavhengige virtuelle forskyv-
ninger:
δr =
[
δrz(x)
δrd
]
(2.4.76)
hvor δr =
[
δr1 · · · δrj · · · δrNj
]T . Setter s˚a dette inn i energilikevekten:∫
L
mz r¨z(x, t)δrz(x)dx+
∫
L
cz r˙z(x, t)δrz(x)dx+
∫
L
EIyr
′′
z (x, t)δr′′z (x)
−
Nj∑
j=1
[Cj r˙j(t) +Kjrj(t)− Cj r˙z(xj , t)−Kjrz(xj , t)] δrz(xj)
+
Nj∑
j=1
[Mj r¨j(t) + Cj r˙j(t) +Kjrj(t)− Cj r˙z(xj , t)−Kjrz(xj , t)] δrj
=
∫
L
qz(x, t)δrz(x)dx(2.4.77)
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Ser s˚a p˚a ortogonalitetsegenskapene til modeformene:
∫
L

mz(x)φn(x)φm(x)
cz(x)φn(x)φm(x)
EIy(x)φ′′n(x)φ′′m(x)
 dx = 0 (2.4.78)
og introduserer suksessivt:
1) δrz = φz1δrz1 og δrd =
[
δr1 · · · δrj · · · δrNj
]
T
...
n) δrz = φznδrzn og δrd =
[
δr1 · · · δrj · · · δrNj
]
T
...
Nmod) δrz = φzNmod δrzNmod og δrd =
[
δr1 · · · δrj · · · δrNj
]
T

(2.4.79)
Bytter s˚a ut rz(x, t) med Φz(x) · ηz(t), og rj(t) med ηj(t). F˚ar da Nmod + Nj
antall ligninger, hvor ligningen som assosieres med δrz(x) = φzn(x)δrzn og δrd =[
δr1 · · · δrj · · · δrNj
]T er gitt som:
δrzn
M˜zn η¨zn(t) + C˜zn η˙zn(t) + K˜znηzn(t) +
Nj∑
j=1
Cjφ
2
zn(xj)η˙zn(t)
+
Nj∑
j=1
Kjφ
2
zn(xj)ηzn(t)−
Nj∑
j=1
Cjφzn(xj)η˙zn(t)−
Nj∑
j=1
Kjφzn(xj)ηzn(t)

+
Nj∑
j=1
δrj {Mj η¨j(t) + Cj η˙j(t) +Kjηj(t)− Cjφzn(xj)η˙zn(t)−Kjφzn(xj)ηzn(t)}
= δrznR˜zn(t) (2.4.80)
hvor
M˜znC˜zn
K˜zn
 = ∫
L
mzφ2znczφ2zn
EIyφ
′′2
zn
 dx og R˜zn(t) = ∫
L
φzn(x)qz(x, t)dx (2.4.81)
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Definerer s˚a p˚a matriseform:
M˜z = diag
[
M˜zn
]
C˜z = diag
[
C˜zn
]
K˜z = diag
[
K˜zn
]
 og R˜z(t) =
[
R˜z1 · · · R˜zn · · · R˜zNmod
]T
(2.4.82)
Φd =

Φz(x1)
...
Φz(xj)
...
Φz(xNj )
 =

φz1(x1) · · · φzn(x1) · · · φzNmod (x1)
...
...
...
φz1(xj) · · · φzn(xj) · · · φzNmod (xj)
...
...
...
φz1(xNj ) · · · φzn(xNj ) · · · φzNmod (xNj )
 (2.4.83)
og
K˜d = ΦTdKdΦd
C˜d = ΦTdCdΦd
}
(2.4.84)
Kan dermed skrive lign(2.4.80) som:
δrT
{[
M˜z 0
0 Md
] [
η¨z
η¨d
]
+
[
C˜z + C˜d −ΦTdCd
−CdΦd Cd
] [
η˙z
η˙d
]
[
K˜z + K˜d −ΦTdKd
−KdΦd Kd
] [
ηz
ηd
]}
= δrT
[
R˜z
0
]
(2.4.85)
eller alternativt uten δrT . Videre kan det sees at de totale frihetsgradene blir:[
rz(x, t)
rd(t)
]
=
[
Φz(x) · ηz(t)
ηd
]
=
[
Φz(x) 0
0 I
] [
ηz(t)
ηd
]
(2.4.86)
eller p˚a relativ form:[
rz(x, t)
rd(t)
]
=
[
rz(x, t)
rz(xj , t) + ∆rd
]
=
[
Φz(x) 0
Φd I
] [
ηz(t)
∆ηd
]
(2.4.87)
alternativt:
rrel =
[
rz(x, t)
∆rd(t)
]
=
[
Φz(x) · ηz(t)
∆ηd(t)
]
=
[
Φz(x) 0
0 I
]
ηrel(t) (2.4.88)
hvor
ηrel(t) = [ηz ∆ηd]
T (2.4.89)
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og hvor I er en Nj ·Nj identitetsmatrise. Mens 0 har en størrelse som avhenger
av dens plassering i matrisen. Dersom den er plassert p˚a første rad vil den være
en 1 · Nj vektor, mens p˚a andre rad vil den være en 1 · Nmod vektor. Ved a˚
kombinere global og relativ form f˚aes da:[
Φz(x) 0
0 I
] [
ηz(t)
ηd
]
=
[
Φz(x) 0
Φd I
] [
ηz(t)
∆ηd(t)
]
(2.4.90)
⇒
[
ηz(t)
ηd
]
=
[
I 0
Φd I
] [
ηz(t)
∆ηd(t)
]
(2.4.91)
Dermed er transformasjonsmatrisen Ψ definert:
Ψ =
[
I 0
Φd I
]
(2.4.92)
og sammenhengen kan skrives p˚a formen:
η(t) = Ψηrel(t) (2.4.93)
Likevektsuttrykket for de relative modale frihetsgradene kan dermed skrives
som:
M˜η¨rel(t) + C˜η˙rel(t) + K˜ηrel(t) = R˜(t) (2.4.94)
hvor
M˜ = ΨT
[
M˜z 0
0 Md
]
Ψ =
[
M˜z + ΦTdMdΦd ΦTdMd
MdΦd Md
]
(2.4.95)
C˜ = ΨT
[
C˜z + ΦTdCdΦd ΦTdCd
CdΦd Cd
]
Ψ =
[
C˜z 0
0 Cd
]
(2.4.96)
K˜ = ΨT
[
K˜z + ΦTdKdΦd ΦTdKd
KdΦd Kd
]
Ψ =
[
K˜z 0
0 Kd
]
(2.4.97)
R˜ = ΨT
[
R˜z
0
]
=
[
R˜z
0
]
(2.4.98)
En generell løsning p˚a den modale likevekten kan finnes ved a˚ se p˚a frekvens-
domenet. Deler først M˜ opp i:
M˜ =
[
M˜z 0
0 Md
]
+
[
M˜zDˆΦd + ΦTdMd M˜zDˆ
MdΦd 0
]
(2.4.99)
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hvor Dˆ = M˜−1z ΦTdMd. Multipliserer s˚a med K˜
−1:
K˜
−1
M˜ =
[
K˜
−1
z 0
0 K−1d
] [
M˜z 0
0 Md
]([
INmod 0
0 INj
]
+
[
DˆΦd Dˆ
Φd 0
])
(2.4.100)
og f˚ar likevektsuttrykket:[
INmod 0NmodNj
0NjNmod INj
] [
ηz
∆ηd
]
+
[
ω−2z 0NmodNj
0NjNmod ω−2d
] [
INmod + DˆΦd Dˆ
Φd INj
] [
η¨z
∆η¨d
]
+2
[
ω−1z 0NmodNj
0NjNmod ω−1d
] [
ξz 0NmodNj
0NjNmod ξd
] [
η˙z
∆η˙d
]
=
[
K˜
−1
z R˜z
0
]
(2.4.101)
hvor
{
ωz = diag [ωzn ]
ωd = diag [ωj ]
og
{
ξz = diag [ωzn ]
ξd = diag [ωj ]
, og indeksene til 0 og I beskriver
størrelsen deres. Ser videre p˚a den Fouriertransformerte:[
ηd
∆ηd
]
=
∑
ω
[
aηz (ω)
a∆ηd (ω)
]
eiωt og
[
K˜
−1
z R˜z
0Nj1
]
=
∑
ω
[
K˜
−1
z aR˜z (ω)
0Nj1
]
eiωt
Ved a˚ sette inn dette i likevektsuttrykket f˚aes:[
aηz (ω)
a∆ηd(ω)
]
= Hˆ(ω)
[
K˜
−1
z aR˜z (ω)
0Nj1
]
(2.4.102)
hvor:
Hˆ(ω) =
[{
INmod − ωˆ2z
(
INmod + DˆΦd
)
+ 2iωˆzξz
}
−ωˆ2zDˆ
−ωˆ2dΦd
{
INj − ωˆ2d + 2iωˆdξd
}]
(2.4.103)
og hvor ωˆz = diag [ω/ωzn ] og ωˆd = diag [ω/ωj ]. Som vist tidligere er det i en
gitt posisjon xr, hvor det ønskes a˚ finne den strukturelle forskyvningsrespon-
sen rz(xr, t) og den korresponderende relative forskyvningsresponsen til alle Nj
massedempere ∆rd(t), gitt at:[
rz(xr, t)
∆rd(t)
]
= Ψr(xr)
[
ηz(t)
∆ηd(t)
]
hvor Ψr =
[
Φz(xr) 01Nj
0NjNmod INj
]
(2.4.104)
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En Fouriertransformasjon gir da at:[
arz (xr, ω)
a∆r (ω)
]
= Ψr(xr)
[
aηz (ω)
a∆η
]
(2.4.105)
Dermed f˚aes det at:
Sr(xr, ω) = lim
T→∞
1
piT
[
arz
a∆r
]∗ [
arz
a∆r
]T
= lim
T→∞
1
piT
{
Ψr(xr)
[
aηz (ω)
a∆ηd(ω)
]}∗{
Ψr(xr)
[
aηz (ω)
a∆ηd(ω)
]}T
(2.4.106)
= lim
T→∞
1
piT
{
Ψr(xr)Hˆ(ω)
[
K˜
−1
z aR˜z (ω)
0Nj1
]}∗{
Ψr(xr)Hˆ(ω)
[
K˜
−1
z aR˜z (ω)
0Nj1
]}T
Dette gir:
Sr(xr, ω) = Ψr(xr) · Hˆ∗(ω)SˆR˜(ω)Hˆ
T (ω) ·ΨTr (ω) (2.4.107)
hvor
SˆR˜(ω) =
[
K˜
−1
z SR˜z (ω)
(
K˜
−1
z
)T
0NmodNj
0NjNmod 0Nj
]
(2.4.108)
og 
SR˜(ω) = lim
T→∞
1
piT a
∗
R˜z
(ω) · aT
R˜z
(ω)
aR˜z (ω) =
[
aR˜z1
· · · aR˜zn · · · aR˜zNmod
]T
aR˜zn (t) =
∫
L
aqz (x, ω)φzn(x)dx
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Kapittel 3
Hafslundsøy bru
I dette kapittelet ønskes det a˚ undersøke hvilken effekt massedempere vil gi p˚a
de dynamiske egenskapene til Hafslundsøy gangbru. For a˚ undersøke effekten
gjøres det først en egenverdianalyse, s˚a p˚akjennes det en virvelavløsningslast.
Videre innføres det massedempere p˚a brua, og det gjøres en ny analyse med
virvelavløsninger. Dermed kan det sees hvilke utslag i responsen massedempe-
ren gir ved virvelavløsninger. Hvert delkapittel tar for seg fremgangsm˚ate og
resultater.
Figur 3.1: Hafslundsøy gangbru, med Hafslundsøy p˚a høyre side, og Opsund p˚a
venstre[8]
Hafslundsøy gangbru er en slank hengebru som bygges over Glomma mellom
Opsund og Hafslundsøy i Sarpsborg, Østfold. Brua har et spenn p˚a 125 m,
og en tverrsnittsbredde som varierer fra 3,945 m ved landkarene, til 4,742 ved
midten av spennet. Brua er bygget i betong B45, med fire bærekabler av typen
27ø0.6”, og fire forspenningskabler av typen 31ø0.6”. Kablene er lagt inn i to
dragere, hvor hver har 2 bærekabler og 2 forspenningskabler.
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Figur 3.2: Orginaltverrsnittet til Hafslundsøy(m˚al i mm) [7]
I beregningene nedenfor er det benyttet et forenklet tverrsnitt av brua. Det er
valgt a˚ forenkle ved a˚ si at brua har en bredde p˚a 4,74 m over hele spennet. I
tillegg er alle vinklene gjort rettvinklet, og høyden D er satt til 0,42 m.
Figur 3.3: Forenklet tverrsnitt av Hafslundsøy gangbru(m˚al i mm)
Materialparametrene og de dynamiske egenskapene til brua er hentet fra dr.
techn. Olav Olsen[9]:
Parameter St˚al Betong
E-modul E [MPa] 200 000 36 000
Skjærmodul G [MPa] 75 000 14 675
Tyngdetetthet ρ [kN/m3] 7 850 2 500
Tabell 3.1: Materialparametre for Hafslundsøy[9]
Tverrsnittskonstantene er s˚a regnet ut i Cross X[1], og følgende verdier er be-
nyttet:
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Konst. EIy Iy mz GIt It E
[kNm2] [mm4] [kg/m] [kNm2] [mm4] [N/m2]
Verdi 5, 82 · 105 1, 62 · 1010 3178 4, 22 · 105 2, 88 · 1010 3, 60 · 1010
Tabell 3.2: Konstanter beregnet fra CrossX
Orginalt har landkarene til Hafslundsøy en høydeforskjell p˚a 0,43 m, men for
enkelhetsskyld er det antatt at høyden til landkarene er lik for de videre be-
regningene som er gjort. Slakken ec til brua er satt til 2,8 m for korttidslast,
og 2,35 m for langtidslast i henhold til dr. techn. Olav Olsen[8]. Videre er den
fordelte massen til kablene og betongen for det forenklede tverrsnittet:
Betong, mb Forspenningskabler, mc1 Bærekabler, mc2
[kg/m] [kg/m] [kg/m]
2632 88, 75 47, 75
Tabell 3.3: Fordelt masse for Hafslundsøy
Brua bygges med 3 m lange plasstøpte betongelementer, som flyttes ut p˚a kab-
lene til den ønskede posisjonen. Disse betongelementene gjør sammen med for-
spenningskabler at brua i ferdigstilt fase f˚ar en aksialkraft som virker over hele
spennet. For a˚ utnytte bruas design er dermed betongen satt i trykk, og kablene
i strekk, slik at brua er best mulig rustet for p˚akjenninger. Kreftene som virker
i brua er[4]:
Betongdekke Forspenningskabler Bærekabler
Etter oppspenning −17812 26178 15014
Etter lang tid −9694 24724 13954
Tabell 3.4: Aksialkraft [kN]
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Disse aksialkreftene gir en total aksialkraft i brua som:
H¯1 = −17812 + 26178 + 15014 = 23380 [kN ] Etter oppspenning
H¯2 = −9894 + 24724 + 13954 = 28784 [kN ] Etter lang tid
Ettersom betongen st˚ar i trykk, vil den bidra til aksialstivheten til brua. Ak-
sialstivheten til komponenten i brua er:
Betong Forspenningskabler Bærekabler
EAb (EA)c1 (EA)c2
3, 79 · 1010 2, 26 · 109 1, 215 · 109
Tabell 3.5: Aksialstivheten for tverrsnittskomponentene [N]
Dermed kan den total aksialstivhet, EAtot, for tverrsnittet til brua beregnes:
EAtot = EAb + 4(EA)c1 + 4(EA)c2 = 5, 1804 · 1010 [N ]
Dempingsraten til brua gitt som ξ = 0, 01 [8].
I de videre beregningene sees det p˚a tilfellet etter oppspenning. Brua er i en
mer kritisk fase før den har f˚att ”satt” seg, og det er derfor interessant a˚ se
hvordan responsen er i dette tilfellet. Dersom responsen pga. virvelavløsningene
blir for stor for korttidstilfellet vil brua n˚a kritisk fase før langtidsvirkningene
har inntruffet.
3.1 Egenverdianalyse
Før det kan begynnes a˚ se p˚a plassering og egenskaper for massedemperene,
m˚a det som nevnt over gjøres en egenverdianalyse. Teorien i kap. 2.1 og 2.2 tar
for seg slanke hengebruer med strekkabler. Hafslundsøy g˚ar inn under denne
kategorien, og teorien kan derfor brukes direkte. Ettersom det sees p˚a virvel-
avløsninger i denne oppgaven er det gjort egenverdiberegninger for eksitasjoner
i z-retning og torsjon.
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3.1.1 Egenverdier for eksitasjon i z-retning
Har fra lign.(2.2.44):
(Kz − ω2Mz)az = 0
For Hafslundsøy ønskes det a˚ se p˚a de 4 første egenmodene(N = 4). Ønsker
først a˚ finne stivhetsmatrisen Kz og massematrisen Mz. For a˚ gjøre dette m˚a
lign.(2.2.36), (2.2.37), (2.2.38) og (2.2.39), skrives om til formen:
κpn =
EIy
(
npi
L
)4 for p = n
0 for p 6= n
λpn =
2H¯
(
npi
L
)2 for p = n
0 for p 6= n
µpn =

( 64ec
piL
)2 (EA)c1
Lle
1
pn +
( 64ec
piL
)2 (EA)c2
Lle
1
pn for p og n = 1, 3, 5, ...
0 for p eller n = 2, 4, 6, ...
m˜zp =
(4mc1 + 4mc2 +mb) for p = n0 for p 6= n
Lign.(2.2.42) og (2.2.43) gir da for korttidslast:
Kz =

0, 5126 0 0, 0716 0
0 1, 2186 0 0
0, 0716 0 2, 8701 0
0 0 0 5, 3198
 ∗ 105 [N/m2]
Mz = diag[mz] hvor mz = 3178 [kg/m]
Ser s˚a p˚a egenverdiproblemet det(Kz − ω2Mz) = 0, og løser for a˚ finne egen-
frekvensene. Definerer:
c = 2
pi2
H¯iL
2
EIy
d =
(
32
pi3
)2 (ec
L
)2 L
le
(EA)totL2
EIy
ωˆz =
ωz
(pi/L)2
√
EIy/mz
Og egenverdiproblemet kan dermed skrives som:
(
16 + 4c− ωˆ2z
) (
256 + 16c− ωˆ2z
) [(
1 + c+ d− ωˆ2z
)(
81 + 9c+ d9 − ωˆ
2
z
)
−
(
d
3
)2]
= 0
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f˚ar s˚a egenfrekvensene som:
ωz1 = 2pi
√
4pi2EIy + 2H¯L2
(4mc1 + 4mc2 +mb)L4
= 6, 1923 [rad/s]
ωz3 = 4pi
√
16pi2EIy + 2H¯L2
(4mc1 + 4mc2 +mb)L4
= 10, 1813 [rad/s]
ωz2,4 = pi
√√√√√ pi2EIy
(4mc1 + 4mc2 +mb)L4
41 + 5c+ 5d9 ∓
√(
40 + 4c− 4d9
)2
+
(
d
3
)2
=

7, 4413
12, 9382
[rad/s]
Løser s˚a egenverdiproblemet (Kz − ω2zMz)az = 0, og finner modene som har-
moniske fourierrekker.
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Figur 3.4: De fire første svingemodene i z-retning
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3.1.2 Egenverdier for eksitasjon i torsjon
Før egenverdiene for torsjon kan beregnes m˚a massetreghetsmomentet mθ for
tverrsnittet finnes. For a˚ beregne mθ deles tverrsnittet inn i tre deler, en plate,
de to dragerene og kablene.
Figur 3.5: Referansefigur for massetreghet
Finner først massetregheten til platen:
mθp =
∫
A
r2ρbdA = 2 · 1, 1852 · 2500 · (0, 16 · 2, 37) = 2662, 411 [kgm2/m]
Dragerene:
mθd = 2 · 1, 352 · 2500 · (0, 26 · 0, 7) = 1658, 475 [kgm2/m]
Kablenes fortrengte betong:
mθk = 2·
(
1, 352 · 2500 (0, 062 · pi · 2 + 0, 045 · 0, 135 · 2))) = 316, 837 [kgm2/m]
Dermed blir den totale massetregheten for betongen:
mθ = mθp +mθd −mθk = 4004 [kgm2/m]
Kan n˚a se p˚a egenverdiproblemet fra lign.(2.2.63):(
Kθ − ω2θMθ
)
aθ = 0
Det ønskes ogs˚a her a˚ se p˚a de 4 første egenmodene. Skriver om lign.(2.2.55),
(2.2.56), (2.2.57), og (2.2.58), slik at de gjelder for Hafslundsøy:
Ωpn =
(npiL)
2
GIt for p = n
0 for p 6= n
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ϑpn =

H¯b2c
2
(
npi
L
)2 for p = n
0 for p 6= n
νpn = 0
χpn =

( 16ecbc
piL
)2 (EA)c
Lle
1
pn for p og n = 1, 3, 5, ...
0 for p eller n = 2, 4, 6, ...
Legg her merke til at EIw = 0 i uttrykket for Ωpn ettersom det ikke er noen fare
for vridning i dette tverrsnittet, og at νpn = 0 ettersom kablene ligger tilnær-
met p˚a linje med skjærsenteret til tverrsnittet. Dermed kan stivhetsmatrisen og
massematrisen finnes:
Kθ =

0, 0651 0 0, 0000 0
0 0, 2605 0 0
0, 0000 0 0, 5861 0
0 0 0 1, 0420
 ∗ 1012 [N ]
Mθ = mθtotI hvor mθtot = mθ + 2(mc1 +mc2)
b2c
2 = 4, 9991 · 10
3 [kgm2/m]
Kan dermed finne ωθ2 og ωθ4 ved a˚ se p˚a:(
Ω22 + ϑ22 − ω2θmθtot
)
= 0 og
(
Ω44 + ϑ44 − ω2θmθtot
)
= 0
Ved a˚ løse for ωθ f˚aes da:
ωθ2 =
√
Ω22 + ϑ22
mθtot
= 6, 5791 [rad/s]
ωθ4 =
√
Ω44 + ϑ44
mθtot
= 13, 1583 [rad/s]
Har n˚a funnet egenfrekvensene for de antisymmetriske modene. Ønsker s˚a a˚
finne de symmetriske. Har at:(
Ω11 + ϑ11 + χ11 − ω2θmθtot
) · (Ω33 + ϑ33 + χ33 − ω2θmθtot)− χ13 = 0
Definerer:
k1 = 10
(pi
L
)2
GIt + 10
(pi
L
)2
H¯
b2c
2 +
10
9
(
16ecbc
piL
)2 (EA)tot
Lle
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k2 = 8
(pi
L
)2
GIt + 8
(pi
L
)2
H¯
b2c
2 +
8
9
(
16ecbc
piL
)2 (EA)tot
Lle
k3 =
2
3
(
16ecbc
piL
)2 (EA)tot
Lle
F˚ar da de symmetriske egenfrekvensene som:
ωθ1 =
√
k1 −
√
k22 + k23
2mθtot
= 7, 9343 [rad/s]
ωθ3 =
√
k1 +
√
k22 + k23
2mθtot
= 10, 7190 [rad/s]
Løser s˚a egenverdiproblemet (Kθ − ω2θMθ)aθ = 0, og finner modene som har-
moniske Fourierrekker.
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Figur 3.6: De 4 første svingemodene for torsjon
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3.1.3 Oppsummering - egenverdier
Egenverdiberegningene gir fire egensvingeformer for eksitasjon i b˚ade z-retning
og torsjonsvridning, hvor begge har to symmetriske og to antisymmetriske svinge-
former. Ser at for torsjon blir svingeformen med lavest egenfrekvens φθ2 , som
er antisymmetrisk. En forklaring p˚a dette kan være at oppspenningskraften i
kablene gjør at brua lettere kan svinge antisymmetrisk enn symmetrisk. N˚ar
brua vris inn i en torsjonssvingeform blir en av kabelgruppene utsatt for mer
trykk enn strekk, og en annen motsatt, dersom svingeformen er symmetrisk.
Mens dersom svingeformen er antisymmetrisk, vil hver kabelgruppe bli utsatt
for like mye strekk som trykk.
70
3.2. VIRVELAVLØSNINGSLAST
3.2 Virvelavløsningslast
Ettersom det n˚a er beregnet egenverdier for brua kan det begynnes a˚ se p˚a virvel-
avløsningslasten. Begynner med a˚ definere kritiske vindhastigheter. Lign.(2.3.2)
gir:
VRi = fi ·
D
St
For regne ut den kritiske vindhastigheten m˚a Strouhaltallet St defineres. Fra
Norsk standard er Strouhal tallet for rektangulære tverrsnitt gitt som[10].
Figur 3.7: Strouhaltallet for rektangulært tverrsnitt[10]
Med et bredde/høydeforhold p˚a d/b = 11, 286 vil St = 0, 09 for Hafslundsøy. De
kritiske vindhastighetene for egenfrekvensene blir da:
VRz1 VRz2 VRz3 VRz4
4,5991 5,5268 7,5619 9,6095
VRθ1 VRθ2 VRθ3 VRθ4
5,893 4,8865 7,9612 9,773
Tabell 3.6: Kritiske vindhastigheter [m/s]
Ma˚ n˚a bestemme tverrsnittsegenskapene som trengs for a˚ beregne virvelav-
løsningseffekten. Etter møte med veileder 06.05.2013 ble følgende verdier fore-
sl˚att[14]:
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ρv σˆqz bz bθ az λ Kaz0 Kaθ0
[kg/m3] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1,25 1 0,15 0,1 0,4 3 0,2 0,02
Tabell 3.7: Verdier fra veiledningstime[14]
Kan dermed begynne a˚ se p˚a lastens virkning p˚a brua. Antar at hele bruspennet
er eksponert for vindstrømmen, Lexp = L.
3.2.1 Virvelavløsningslast med respons i z-retning
Har fra egenverdianalysen verdiene for ωz, og siden massen er jevnt fordelt over
hele spennet, vil den modale fordelte massen m˜z = mz. Ønsker s˚a a˚ finne den
aerodynamiske dempingsparameteren Kaz .
Kaz = 2, 6 ·Kaz0 ·
(
V
VRz
)−6
· e−
(
V
VRz
)−8
Kan n˚a se p˚a virvelavløsningsresponsen. Har fra lign.(2.3.34):
gn(VRn , V ) =
(
V
VRn
)3/2
e
− 12
(
1−
VRn
V
bn
)2
hvor n =
z
θ
Videre defineres:
ξˆz =
4mz
ρvB2
ξz
Kaz
og βˆz =
|φz(x)|
25/2pi7/4
√
ρD3
mz
∫
L
φ2z(x)dx
λ
bzK[az]
· σˆqz
St2
· gz
az
Virvelavløsningsresponsen er dermed gitt som:
σˆrz =
√√√√√1− ξˆz
2 +
√√√√(1− ξˆz
2
)2
+ βˆ2z ⇒ σrz =
σˆrz
azD
F˚ar dermed følgende dynamisk respons:
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Figur 3.8: Dynamiske respons i z-retning ved 0,125 L [m]
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Figur 3.9: Dynamisk respons i z-retning ved 0,25 L [m]
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Figur 3.10: Dynamisk respons i z-retning ved 0,5 L [m]
3.2.2 Virvelavløsninger med respons i torsjon
Har n˚a sett p˚a responsen for eksitasjon i z-retning. Ønsker s˚a a˚ se p˚a torsjons-
responsen. Beregner tverrsnittsegenskapene for torsjonsvridning[14]:
σˆqθ =
σqθ
1
2ρvV
2B2
=
σqz
bc
2
1
2ρvV
2B ·B ⇒ σˆqθ = σˆqz
bc
2B
aθ =
azD
bc/2
= 2D
bc
az
Den aerodynamiske dempingsparameteren blir:
Kaθ = 2, 6 ·Kaθ0 ·
(
V
VRθ
)−6
· e−
(
V
VRθ
)−8
gθ(VRθ , V ) er gitt som for z-retning, og tilsvarende blir ogs˚a:
ξˆθ =
4mθ
ρvB4
ξθ
Kaθ
og βˆθ =
|φθ(x)|
25/2pi7/4
√
ρD5
mθ
∫
L
φ2θ(x)dx
λ
bθK[aθ]
· σˆqθ
St2
· gθ
aθ
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og den dynamiske responsen er gitt som:
σˆrθ =
√√√√√1− ξˆθ
2 +
√√√√(1− ξˆθ
2
)2
+ βˆ2θ ⇒ σrθ =
σˆrθ
aθ
Dermed blir den dynamiske responsen i torsjon:
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Figur 3.11: Dynamisk respons i torsjon ved 0,125 L [m/m]
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Figur 3.12: Dynamisk respons i torsjon ved 0,25 L [m/m]
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Figur 3.13: Dynamisk respons i torsjon ved 0,5 L [m/m]
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3.2.3 Oppsummering - virvelavløsninger
Det sees fra resultatene at virvelavløsningene gir sm˚a forskyvninger b˚ade i z-
retning og i torsjon. Standardavvikene σr er i størrelsesorden mm og rad, og
torsjon gir den største forskyvningen for standardavviket med σrθ = 1, 7·103 rad,
som utgjør en vertikal forskyvning i ytterkant av tverrsnittet p˚a 2, 74 m·1, 7·103
rad = 4, 658 mm. Ser ogs˚a at de kritiske vindhastighetene er lave i forhold
til referansevindhastigheten for Sarpsborg, Vref = 24 m/s [10], som er typisk
for virvelavløsninger, da det er den vindeffekten som er mest aktuell ved lave
vindhastigheter tradisjonelt.
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3.3 Innføring av massedempere
Det er n˚a beregnet egenverdier og virvelavløsningsrespons. Ønsker n˚a a˚ innføre
massedempere langs brua, for s˚a a˚ se p˚a responsen med TMD. Før det kan sees
p˚a massedempere, er det nødvendig a˚ se nærmere p˚a virvelavløsningsresponsen.
Ser først p˚a lastresponsen. Har fra lign.(2.3.14):
Sqz (ω)
Sqθ (ω)
 = ( 12ρV 2)2√
piωs

(Bσˆqz )
2
bz
e
−
(
1− ω
ωs
bz
)2
(B2σˆqθ )2
bθ
e
−
(
1− ω
ωs
bθ
)2

Det modale lastresponsspekteret er gitt i lign.(2.4.65). Ettersom koherensleng-
den λD for virvlene er liten sammenlignet med lengden til brua L, kan uttrykket
skrives om til[13]:
SR˜n(ω) ≈ 2λDSqn(ω)
∫ L
0
φ2zndx hvor n =
z
θ
(3.3.1)
Dermed kan responspekteret til virvelavløsningslasten i frekvensdomenet bereg-
nes fra lign.(2.3.27), ved a˚ skrive om til originalkoordinater:
Srn(ω) =
(
φn(xr)
K˜n
)2
|Hˆn(ω)|2SR˜n(ω) (3.3.2)
Kan n˚a begynne a˚ se p˚a massedempere. Ut ifra modeformene, og beregnet re-
spons bestemmes det a˚ tilpasse demperene slik at de har størst effekt p˚a mode
1 og 2. Det besluttes derfor a˚ innføre 3 TMD med følgende egenskaper:
Massedemper A Massedemper B Massedemper C
Masseforholdstall, µ 0,0025 0,006 0,0025
Plassering 0, 3L 0, 5L 0, 7L
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Figur 3.14: Massedemperenes plassering p˚a hafslundsøy(m˚al i mm)
Den valgte plasseringen og egenskapene til massedemperene brukes videre for a˚
dempe ut b˚ade eksitasjon i z-retning og torsjon. Demperene tilpasses s˚a mode-
formene ved Den Hartog[13]:
ωd =
ωn
1 + µ og ξd =
√
3µ
8(1 + µ)3 (3.3.3)
Det foretas s˚a m˚alinger i 1/8, 1/4 og 1/2 punktene p˚a brua, ettersom dette
er punktene med størst eksitasjon for de fire svingeformene, for a˚ se hvordan
responsen reduseres.
3.3.1 Massedempere som demper mot bevegelse i z-retning
Har at σqz = σˆqz ρvV
2B
2 , som gir:
Sqz (ω) =
σ2qz√
piωsbz
e
−
(
1− ω
ωs
bz
)2
Den Hartog gir:
ωA = ωC = ωz21+µA = 7, 4227 [rad/s]
ωB = ωz11+µB = 6, 1553 [rad/s]
og
ξA = ξC =
√
3µA
8(1+µA)3 = 0, 0305
ξB =
√
3µB
8(1+µB)3 = 0, 0470
og masse- og stivhetsmatrisen blir:
Mzd =
MzdA 0 00 MzdB 0
0 0 MzdC
 =
993, 3 0 00 2383, 5 0
0 0 993, 3
 [kg]
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Kzd =
KzdA 0 00 KzdB 0
0 0 KzdC
 =
ω2zMdA 0 00 ω2zMdB 0
0 0 ω2zMdC

=
5, 4727 0 00 9, 0306 0
0 0 5, 4727
 · 104 [N/m]
Etablerer s˚a modeformene for massedemperene:
Φzd =
φz1(xA) φz2(xA) φz3(xA) φz4(xA)φz1(xB) φz2(xB) φz3(xB) φz4(xB)
φz1(xC) φz2(xC) φz3(xC) φz4(xC)

Finner s˚a Ψr(xr) fra lign.(2.4.104), Hˆ(ω) fra lign.(2.4.103) og SˆR˜(ω) fra lign.
(2.4.108), og f˚ar spektraltettheten til responsen fra lign.(2.4.107):
Sr(xr, ω) = Ψr(xr) · Hˆ∗(ω)SˆR˜(ω)Hˆ
T (ω) ·ΨTr (xr)
=

Srz SrzrA SrzrB SrzrC
SrA SrArB SrArC
SrB SrBrC
Sym. SrC

de reduserte responsspektrene blir da:
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Figur 3.15: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,125L
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Figur 3.16: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,25L
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Figur 3.17: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,5L
Videre sees det p˚a den reduserte dynamiske responsen. Har fra lign.(2.3.27):
σ2rz =
∫ ∞
0
Srz (ω)dω ⇒ σrz =
√∫ ∞
0
Srz (ω)dω
Løser og finner dynamisk respons σrz for vindfeltet:
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Figur 3.18: Dynamiske respons i z-retning med TMD ved 0,125 L [m]
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Figur 3.19: Dynamiske respons i z-retning med TMD ved 0,25 L [m]
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Figur 3.20: Dynamiske respons i z-retning med TMD ved 0,5 L [m]
Det gjøres s˚a en simulering i tidsdomenet for a˚ vise hvordan responsen dempes
ut over tid. Har fra[11]:
rz(x, t) = Re
(
N∑
k=1
azk · e(iωkt−ψk)
)
= Re
(
N∑
k=1
azk · cos(ωkt− ψk)
)
(3.3.4)
hvor ψk er en tilfeldig fasevinkel for hver av de harmoniske komponentene, og
azk =
√
2 · Sr(ωk) ·∆ωk. Viser her responsen over en tid T = 600 s, for de mest
utsatte punktene for de forskjellige kritiske vindhastighetene:
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Figur 3.21: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz1 ved 0,5 L
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Figur 3.22: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz2 ved 0,25 L
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Figur 3.23: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz3 ved 0,5 L
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Figur 3.24: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz4 ved 0,125 L
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Ser at massedemperene gir en reduksjon i maksimal respons for de forskjellige
svingeformene som:
VRz1 ved 0, 5L med

rz1 = 4, 2 [mm]
rzd1 = 2, 1 [mm]
⇒ 1− rzd1
rz1
= 50 %
VRz2 ved 0, 25L med

rz2 = 5, 3 [mm]
rzd2 = 2, 6 [mm]
⇒ 1− rzd2
rz2
= 50, 94 %
VRz3 ved 0, 5L med

rz3 = 6, 0 [mm]
rzd3 = 4, 8 [mm]
⇒ 1− rzd3
rz3
= 20 %
VRz4 ved 0, 125L med

rz4 = 4, 0 [mm]
rzd4 = 3, 3 [mm]
⇒ 1− rzd4
rz4
= 17, 5 %
3.3.2 Massedempere som demper mot bevegelse i torsjon
Har at σqθ = σˆqθ ρvV
2B2
2 , som gir:
Sqθ (ω) =
σ2qθ√
piωsbθ
e
−
(
1− ω
ωs
bθ
)2
Den Hartog gir:
ωA = ωC =
ωθ2
1+µA = 6, 5627 [rad/s]
ωB =
ωθ1
1+µB = 7, 8870 [rad/s]
og
ξA = ξC =
√
3µA
8(1+µA)3 = 0, 0305
ξB =
√
3µB
8(1+µB)3 = 0, 0470
og masse- og stivhetsmatrisen blir:
Mθd =
MθdA 0 00 MθdB 0
0 0 MθdC
 =
1251, 4 0 00 3003 0
0 0 1251, 4
 [kg]
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Kθd =
KθdA 0 00 KθdB 0
0 0 KθdC
 =
ω2θMθdA 0 00 ω2θMθdB 0
0 0 ω2θMθdC

=
5, 3899 0 00 18, 6800 0
0 0 5, 3899
 · 104 [N/m]
Etablerer s˚a modeformene for massedemperene:
Φθd =
φθ1(xA) φθ2(xA) φθ3(xA) φθ4(xA)φθ1(xB) φθ2(xB) φθ3(xB) φθ4(xB)
φθ1(xC) φθ2(xC) φθ3(xC) φθ4(xC)

og finner spektraltettheten til responsen som for z-retning:
Sr(xr, ω) = Ψr(xr) · Hˆ∗(ω)SˆR˜(ω)Hˆ
T (ω) ·ΨTr (xr)
=

Srθ SrθrA SrθrB SrθrC
SrA SrArB SrArC
SrB SrBrC
Sym. SrC

de reduserte responsspektrene i torsjon blir da:
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Figur 3.25: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,125L
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Figur 3.26: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,25L
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Figur 3.27: Responsspekter og redusert responsspekter ved 0,5L
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Som for z-retning, kan den reduserte dynamiske responsen skrives som:
σ2rθ =
∫ ∞
0
Sθz (ω)dω ⇒ σrθ =
√∫ ∞
0
Srθ (ω)dω
Løser og finner dynamisk respons σrθ for vindfeltet:
0 5 10 15 20
0
0.5
1
1.5
2
x 10
−3 Dynamisk respons i torsjon med TMD ved 0.125L
Middelvindhastighet, V [m/s]
D
yn
am
is
k 
re
sp
on
s,
 σ
r θ
 [
m
/m
]
 
 
σ
r
θ
d
1
σ
r
θ
d
2
σ
r
θ
d
3
σ
r
θ
d
4
Figur 3.28: Dynamiske respons i torsjon med TMD ved 0,125 L [m/m]
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Figur 3.29: Dynamiske respons i torsjon med TMD ved 0,25 L [m/m]
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Figur 3.30: Dynamiske respons i torsjon med TMD ved 0,5 L [m/m]
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Det gjøres s˚a en simulering i tidsdomenet p˚a samme m˚ate som for z-retning:
rθ(x, t) = Re
(
N∑
k=1
aθk · e(iωkt−ψk)
)
= Re
(
N∑
k=1
aθk · cos(ωkt− ψk)
)
(3.3.5)
hvor ψk er en tilfeldig fasevinkel for hver av de harmoniske komponentene, og
aθk =
√
2 · Sθ(ωk) ·∆ωk. Viser ogs˚a her responsen over en tid T = 600 s, og for
de mest utsatte punktene for de forskjellige kritiske vindhastighetene:
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Figur 3.31: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ1 ved 0,5 L
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Figur 3.32: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ2 ved 0,25 L
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Figur 3.33: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ3 ved 0,5 L
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Figur 3.34: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ4 ved 0,125 L
Ser at massedemperene gir en reduksjon i maksimal respons for de forskjellige
svingeformene som:
VRθ1 ved 0, 5L med

rθ1 = 0, 0077 [rad]
rθd1 = 0, 0021 [rad]
⇒ 1− rθd1
rθ1
= 72, 73 %
VRθ2 ved 0, 25L med

rθ2 = 0, 0097 [rad]
rθd2 = 0, 0038 [rad]
⇒ 1− rθd2
rθ2
= 60, 82 %
VRθ3 ved 0, 5L med

rθ3 = 0, 0071 [rad]
rθd3 = 0, 0044 [rad]
⇒ 1− rθd3
rθ3
= 38, 03 %
VRθ4 ved 0, 125L med

rθ4 = 0, 0068 [rad]
rθd4 = 0, 0044 [rad]
⇒ 1− rθd4
rθ4
= 35, 29 %
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3.3.3 Oppsummering - Massedempere
Ut ifra resultatene ovenfor sees det at massedemperene gir en tydelig reduksjon
i responsen. Den største reduksjonen er for VRθ , hvor responsen dempes ut med
over 70 % p˚a det meste. Selv om forskyvningene som følge av virvelavløsninger
er sm˚a for Hafslundsøy, viser resultatene at massedempere gir en meget positiv
effekt for denne typen konstruksjoner. Den største responsen som er kalkulert i
tidsserieanalysen blir rθ2 = 9, 7 · 103 rad, som tilsvarer en forskyvning vertikalt
i ytterkant av tverrsnittet p˚a 22, 989 mm. Den dempede responsen derimot gir
en forskyvning p˚a bare 9 mm. Det legges ogs˚a merke til at masse og stivhet for
massedemperene er i en størrelsesorden som er innenfor rimelighetens grenser,
da det gjelder praktisk gjennomførbarhet.
95
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Oppsummering og konklusjon
Beregningene gjort i denne oppgaven tyder p˚a at det ikke er nødvendig med
massedempere p˚a Hafslundøy bru. I likhet med Svend Ole Hansen ApS[3], f˚aes
det at virvelavløsningslast ikke gir store responsutslag p˚a kontruksjonen. Alli-
kevel viser beregningene som er gjort at massedempere er svært effektivt for
slanke gangbruer, og at responsen kan reduseres betraktelig.
Egenverdianalysen som er gjort er utført med noen forenklinger. Det forenk-
lede tverrsnittet gjør at stivhets- og masse-egenskapene til systemet avviker noe
fra det orginale tverrsnittet med varierende bredde. Det varierende tverrsnittet
vil ha lavere stivhet og masse enn det forenklede for hele bruas lengde. I tillegg
blir systemet sett p˚a som en hengebru med kablene inne i tverrsnittet. Det er
ikke tatt hensyn til innspenningsegenskapene til brua mot landkarene, annet
en forspennings-/aksialkrefter. Innspenningene er blitt antatt tilsvarende som
innfestingen for en hengebru, med utvendige kabler, mot t˚arnene. Denne for-
enklingen vil gjøre brua noe mindre stiv ved innfestingene, og vil dermed gi et
bidrag som virker motsatt av forenklinglingen av tverrsnittet, i forhold til den
totale stivheten.
Beregningene som er gjort for virvelavløsningene er ogs˚a gjort med noen for-
enklinger. Strouhal tallet som er brukt gjelder for rektangulært tverrsnitt, men
er en god tilnærming for det forenklede tverrsnittet. Responsen er beregnet for
z-retning og torsjon hver for seg, og det er ikke sett p˚a den kombinerte effekten.
Det er i denne oppgaven innført tre massedempere b˚ade for eksitasjon i z-retning
og torsjon. I likhet med beregningene for virvelavløsningslasten er det kun sett
p˚a effektene i hver retning for seg. Det er alts˚a ikke sett p˚a effekten demperene
mot torsjon har ved eksitasjon i z-retning, og motsatt. Det er ogs˚a benyttet
samme masseforholdstall µ for demperene for de to analysene. Demperene ble
tilpasset mode 1 og 2 for begge. Det ble ogs˚a gjort en beregning for dempere
som var innstilt for mode 2 og 3, men resultatene for denne beregningen ga
d˚arligere demping for systemet totalt enn for det først nevnte tilfellet, og ble
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derfor ekskludert. Resultatene viser at demperene gir størst effekt mot torsjon,
med i overkant av 70 % reduksjon av responsen p˚a det meste, men at effekten
ogs˚a er betydelig for eksitasjon i z-retning(50 %).
Alt i alt viser resultatene i denne oppgaven at innføring av TMD’er er en
svært effektiv m˚ate a˚ redusere responsen til slanke gangbruer p˚a. Selv om virvel-
avløsningsresponsen er liten for Hafslundsøy vil massedempere kunne være et
godt alternativ for a˚ dempe ut andre laster som fører til resonante svingninger.
Det vil derfor være interessant videre a˚ se p˚a responsen som følge av andre typer
vindlaster, jordskjelv og gangtrafikk for Hafslundsøy, og se om det her vil være
behov for a˚ dempe ut svingningene.
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Vedlegg A
Tidsserier for respons og re-
dusert respons
A.1 Respons i z-retning
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Figur A.1: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz1 ved 0,125 L
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Figur A.2: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz1 ved 0,25 L
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Figur A.3: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz1 ved 0,5 L
A.2
Tidsserier for respons og redusert respons
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Figur A.4: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz2 ved 0,125 L
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Figur A.5: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz2 ved 0,25 L
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Figur A.6: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz2 ved 0,5 L
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Figur A.7: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz3 ved 0,125 L
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Tidsserier for respons og redusert respons
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Figur A.8: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz3 ved 0,25 L
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Figur A.9: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz3 ved 0,5 L
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Figur A.10: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz4 ved 0,125 L
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Figur A.11: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz4 ved 0,25 L
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Figur A.12: Respons rz(t) og dempet respons rzd(t) for VRz4 ved 0,5 L
Punkt p˚a brua VRz1 VRz2 VRz3 VRz4
rz
0, 125L
0, 25L
0, 5L
1, 4
3, 0
4, 2
2, 7
5, 3
0
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3, 3
6, 0
4, 0
0
0
rzd
0, 125L
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0, 5L
0, 78
1, 5
2, 1
1, 6
2, 6
0
3, 0
2, 7
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3, 3
0
0
Tabell A.1: Maksimalverdi for respons og redusert respons over tidsserien [mm]
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A.2 Respons i torsjon
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Figur A.13: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ1 ved 0,125 L
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Figur A.14: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ1 ved 0,25 L
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Figur A.15: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ1 ved 0,5 L
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Figur A.16: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ2 ved 0,125 L
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Figur A.17: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ2 ved 0,25 L
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Figur A.18: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ2 ved 0,5 L
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Figur A.19: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ3 ved 0,125 L
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Figur A.20: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ3 ved 0,25 L
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Figur A.21: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ3 ved 0,5 L
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Figur A.22: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ4 ved 0,125 L
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Figur A.23: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ4 ved 0,25 L
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Figur A.24: Respons rθ(t) og dempet respons rθd(t) for VRθ4 ved 0,5 L
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Punkt p˚a brua VRθ1 VRθ2 VRθ3 VRθ4
rθ
0, 125L
0, 25L
0, 5L
0, 0033
0, 0060
0, 0077
0, 0051
0, 0097
0
0, 0071
0, 0046
0, 0071
0, 0068
0
0
rθd
0, 125L
0, 25L
0, 5L
0, 0011
0, 0019
0, 0021
0, 0022
0, 0038
0
0, 0043
0, 0027
0, 0044
0, 0044
0
0
Tabell A.2: Maksimalverdi for respons og redusert respons over tidsserien [rad]
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Masterskript - MATLAB
%% Analyse av bru
% Simen H. Holtberget
% Masteroppgave va˚r 2013
% 09.04.2013
%% Henter inn skript
% Ønsker her a˚ hente inn de nødvendige beregningene i andre skript, slik at
% jeg fa˚r et bedre system i beregningene enn om jeg hadde hatt alt i et
% enkelt skript.
%%
%% Henter ut egenverdier for z-retning
% Her ma˚ det legges inn egenskaper for systemet
hafs_test1
%% Henter ut egenverdier for torsjon
hafs_test2
%% Henter ut responsen for virvelavløsninger i z-retning
% Her ma˚ det legges inn egenskaper for virvelavløsningslast, samt hvor
% pa˚ bruspennet responsen skal beregnes
Virvel1
%% Henter ut responsen for virvelavløsninger i torsjon
Virvel2
%% Henter ut beregningene for massedempere i z-retning
massedemper1
%% Henter ut beregningene for massedempere i torsjon
massedemper2
B.1

Vedlegg C
Egenverdiberegninger i z-retning
- MATLAB
%% Hafslundsøy - Bestemmelse av stivhet og massematrise for bevegelse i z-retning
% 08.05.2013
% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no
%%
clear all
close all
%%
set(0,’DefaultAxesFontName’,’Times New Roman’)
set(0,’defaultaxesfontsize’,20)
set(0,’defaulttextfontsize’,20)
%%
h_m = 0; % Høydeforskjell mellom brubanen og kablene pa˚ midten
g = 9.81; % [m/sˆ2] Tyngdeakselerasjon
L = 125; % [m] Lengden av brua
rho = 2831; % [kg/mˆ3] Tyngdetettheten til brua med betong og kabel
B = 4.74; % [m]
D = 0.42; % [m]
m_b = 2632; % [kg/m] Vekt av betong pr. meter
m_c_1 = 88.75; % [kg/m] Vekt av hver forspenningskabel pr. meter
m_c_2 = 47.75; % [kg/m] Vekt av hver bærekabel pr. meter
xi_z = 0.01; % [] Dempingsraten i z-retning
xi_theta = 0.01; % [] Dempingsraten i torsjon
St = 0.09; % Strouhal tallet
% e_c = 2.57; % [m] Middelverdien av slakken til kablene
e_c = 2.8; % [m] Slakken til kablene ved korttidslast
% e_c = 2.35; % [m] Slakken til kablene ved langtidslast
b_c = 2.7; % [m] Avstanden mellom kabelgruppene
j_1 = 4; % Antall forspenningskabler
j_2 = 4; % Antall bærekabler
EI_y = 5.8161e8; % [Nmˆ2] Bøyestivheten beregnet fra Cross X
GI_t = 4.2231e5; % [Nmˆ2] Torsjonsstivheten beregnet fra Cross X
EA_c_1 = 2.26E9; % [N] Aksialstivheten til hver av forspenningskablene
EA_c_2 = 1.215E9; % [N] Aksialstivheten til hver av bærekablene
EA_b = 3.79044e10; % [N] Aksialstivheten til betongen
EA = EA_b + (4*EA_c_1) + (4*EA_c_2); % [N] Aksialstivheten til hele tverrsnittet
l_e = L*(1 + 8*(e_c/L)ˆ2); % [m] Lengden av kabelen
N = 4; % Antall egenverdier
m_theta = 4004; % [kg*mˆ2/m] Massetreghetsmoment
EI_w = 0; % [Nmˆ4] Ingen vridning for dette tverrsnittet
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h_r = 0; % [m] kablene ligger pa˚ linje med skjærsenteret
x = 0:0.5:L;
hatt_x = x/L;
%% Horisontal kraft bar_H fra Vegvesenets tall [N]
bar_H_1 = (- 17812 + 15014 + 26178)*1000; % Etter oppspenning
bar_H_2 = (- 9694 + 13954 + 24724)*1000; % Etter lang tid
bar_H = bar_H_1; % Velger hvilket tilfelle vi skal se pa˚
%% Beregner stivhetsmatrisen og massematrisen
kappa_pn = @(p) EI_y*(p*pi/L)ˆ4; % Gjelder for p = n. 0 ellers
lambda_pn = @(p) (2*bar_H*(p*pi/L)ˆ2); % Gjelder for p = n. 0 ellers
mu_pn = @(p,n) ((64)*((e_c)/(pi*L))ˆ2 * (EA/(L*l_e))*(1/(p*n)))...
+ ((64)*((e_c)/(pi*L))ˆ2 * (EA/(L*l_e))*(1/(p*n)));
% For p og n = 1,3,5,... -> 0 dersom p eler n = 2,4,6,...
kappa_lambda = zeros(N,N);
for i = 1:N
kappa_lambda(i,i) = kappa_pn(i)+lambda_pn(i);
end
mu = zeros(N,N);
% Sørger for at kun elementene med oddetall i mu fa˚r verdi
for i = 1:N
for k = 1:N
if mod(i,2) == 1
if mod(k,2) == 1
mu(i,k) = mu_pn(i,k);
else
mu(i,k) = 0;
end
else
mu(i,k) = 0;
end
end
end
% Fa˚r dermed stivhetsmatrisen
K_z = kappa_lambda + mu;
% og Massematrisen
M_z = (((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2))+m_b)*eye(N,N);
%% Skal sa˚ finne egenmodene
% definerer
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c = (2/(piˆ2))*(((bar_H)*Lˆ2)/(EI_y));
d = (32/(piˆ3))ˆ2 * (e_c/L)ˆ2 * (L/l_e) * (((EA)*Lˆ2)/(EI_y));
% Finner dermed egenfrekvensene(E.S kap. 3.5 s.155)
omega_z_1 = 2*pi*sqrt(((4*(piˆ2)*EI_y)+(2*(bar_H)*(Lˆ2)))...
/((((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)) + m_b)*(Lˆ4)));
omega_z_3 = 4*pi*sqrt(((16*(piˆ2)*EI_y)+(2*(bar_H)*(Lˆ2)))...
/((((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)) + m_b)*(Lˆ4)));
omega_z_2 = pi*sqrt((((piˆ2)*EI_y)/(((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)+m_b)*(Lˆ4)))...
*(41+(5*c)+((5*d)/9)...
- sqrt((40 +(4*c)-((4*d)/9))ˆ2 + (d/3)ˆ2)));
omega_z_4 = pi*sqrt((((piˆ2)*EI_y)/(((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)+m_b)*(Lˆ4)))...
*(41+(5*c)+((5*d)/9)...
+ sqrt((40 +(4*c)-((4*d)/9))ˆ2 + (d/3)ˆ2)));
omega_z = [omega_z_1;omega_z_2;omega_z_3;omega_z_4];
omega_z = sort(omega_z);
matr = [1+c+d 0 d/3 0;...
0 16+(4*c) 0 0;...
d/3 0 81+(9*c)+(d/9) 0;...
0 0 0 256+(16*c)];
hatt_omega_z = omega_z/((pi/L)ˆ2 ...
* sqrt(EI_y/((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2) + m_b)));
dummy_z = matr-diag(hatt_omega_z.ˆ2);
% Ma˚ sa˚ finne egenmodene
a_z = eig(dummy_z);
phi_z_1 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_z_1(i) = a_z(1)*sin((pi*x(i)/L));
end
phi_z_1 = phi_z_1/max(abs(phi_z_1));
phi_z_2 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_z_2(i) = a_z(2)*sin((2*pi*x(i)/L));
end
phi_z_2 = phi_z_2/max(abs(phi_z_2));
phi_z_3 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_z_3(i) = a_z(3)*sin((3*pi*x(i)/L));
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end
phi_z_3 = phi_z_3/max(abs(phi_z_3));
phi_z_4 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_z_4(i) = a_z(4)*sin((4*pi*x(i)/L));
end
phi_z_4 = phi_z_4/max(abs(phi_z_4));
Phi_z = [phi_z_1;phi_z_2;phi_z_3;phi_z_4];
figure
subplot(4,1,1)
plot(hatt_x,phi_z_1,’LineWidth’,2)
title(’De 4 første vertikale egensvingeformene’)
ylabel(’\phi_{z_1}(x)’)
legend([’\omega_{z_1} = ’ num2str(omega_z(1))])
subplot(4,1,2)
plot(hatt_x,phi_z_2,’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{z_2}(x)’)
legend([’\omega_{z_2} = ’ num2str(omega_z(2))])
subplot(4,1,3)
plot(hatt_x,phi_z_3,’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{z_3}(x)’)
legend([’\omega_{z_3} = ’ num2str(omega_z(3))])
subplot(4,1,4)
plot(hatt_x,phi_z_4,’LineWidth’,2)
xlabel(’x/L’)
ylabel(’\phi_{z_4}(x)’)
legend([’\omega_{z_4} = ’ num2str(omega_z(4))])
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Egenverdiberegninger i tor-
sjon - MATLAB
%% Hafslundsøy - Bestemmelse av stivhet og massematrise for bevegelse
%% i ren torsjon
% 08.05.2013
% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no
%% Ma˚ finne m_theta_tot
m_theta_tot = m_theta + ((2*(m_c_1+m_c_2)*b_cˆ2)/2);
%% Beregner stivhetsmatrisen og massematrisen
Omega_pn = @(n) ((n*pi*L)ˆ2)*(GI_t + (((n*pi*L)ˆ2)*EI_w));
% For p = n, 0 ellers
varphi_pn = @(n) (bar_H*(b_cˆ2)/2)*(n*pi/L)ˆ2;
% For p = n, 0 ellers
eta_pn = @(n) ((j_1*m_c_1)+(j_2*m_c_2)+m_b)*g*h_r;
% For p = n, 0 ellers
kji_pn = @(p,n) ((16*e_c*b_c)/(pi*L))ˆ2 * ((EA)/(L*l_e))*(1/(p*n));
% For p og n = 1,3,5,... -> 0 dersom p eler n = 2,4,6,...
Omega_varphi_eta = zeros(N,N);
for i = 1:N
Omega_varphi_eta(i,i) = Omega_pn(i) + varphi_pn(i) + eta_pn(i);
end
kji = zeros(N,N);
% Sørger for at kun elementene med oddetall i kji fa˚r verdi
for i = 1:N
for k = 1:N
if mod(i,2) == 1
if mod(k,2) == 1
kji(i,k) = kji_pn(i,k);
else
kji(i,k) = 0;
end
else
kji(i,k) = 0;
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end
end
end
% Stivhetsmatrisen
K_theta = Omega_varphi_eta + kji;
% Massematrisen
M_theta = m_theta_tot*eye(N,N);
%% Skal sa˚ finne egenverdiene(eksempel 3.5 E.S)
omega_theta_2 = sqrt((((2*pi)/L)ˆ2)*((GI_t + ((((2*pi)/L)ˆ2)*EI_w)...
+ (bar_H*((b_cˆ2)/2)))/m_theta_tot)...
+ ((((j_1*m_c_1) + (j_2*m_c_2) + m_b)*g*h_r)/m_theta_tot));
omega_theta_4 = sqrt((((4*pi)/L)ˆ2)*((GI_t + ((((4*pi)/L)ˆ2)*EI_w)...
+ (bar_H*((b_cˆ2)/2)))/m_theta_tot)...
+ ((((j_1*m_c_1) + (j_2*m_c_2) + m_b)*g*h_r)/m_theta_tot));
k_1 = (10*((pi/L)ˆ2)*GI_t) + (82*((pi/L)ˆ4)*EI_w)...
+ (10*((pi/L)ˆ2)*bar_H*(b_cˆ2)/2)...
+ (((j_1*m_c_1) + (j_2*m_c_2) + m_b)*g*h_r)...
+ ((10/9)*(((16*e_c*b_c)/(pi*L))ˆ2)*((EA)/(L*l_e)));
k_2 = (8*((pi/L)ˆ2)*GI_t) + (80*((pi/L)ˆ4)*EI_w)...
+ (8*((pi/L)ˆ2)*bar_H*(b_cˆ2)/2)...
- ((8/9)*(((16*e_c*b_c)/(pi*L))ˆ2)*((EA)/(L*l_e)));
k_3 = (2/3)*(((16*e_c*b_c)/(pi*L))ˆ2)*((EA)/(L*l_e));
omega_theta_1 = sqrt((k_1 - sqrt(k_2ˆ2 + k_3ˆ2))/(2*m_theta_tot));
omega_theta_3 = sqrt((k_1 + sqrt(k_2ˆ2 + k_3ˆ2))/(2*m_theta_tot));
omega_theta = [omega_theta_1;omega_theta_2;omega_theta_3;omega_theta_4];
dummy_theta = K_theta-(diag(omega_theta.ˆ2)*M_theta);
% Ma˚ sa˚ finne egenmodene
a_theta = eig(dummy_theta);
phi_theta_1 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_theta_1(i) = a_theta(1)*sin((pi*x(i)/L));
end
phi_theta_1 = phi_theta_1/max(abs(phi_theta_1));
phi_theta_2 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_theta_2(i) = a_theta(2)*sin((2*pi*x(i)/L));
end
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phi_theta_2 = phi_theta_2/max(abs(phi_theta_2));
phi_theta_3 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_theta_3(i) = a_theta(3)*sin((3*pi*x(i)/L));
end
phi_theta_3 = phi_theta_3/max(abs(phi_theta_3));
phi_theta_4 = zeros(1,length(x));
for i = 1:1:length(x)
phi_theta_4(i) = a_theta(4)*sin((4*pi*x(i)/L));
end
phi_theta_4 = phi_theta_4/max(abs(phi_theta_4));
Phi_theta = [phi_theta_1;phi_theta_2;phi_theta_3;phi_theta_4];
figure
subplot(4,1,1)
plot(hatt_x,phi_theta_1,’LineWidth’,2)
title(’De 4 første torsjonsegensvingeformene’)
ylabel(’\phi_{\theta_1}(x)’)
legend([’\omega_{\theta_1} = ’ num2str(omega_theta(1))])
subplot(4,1,2)
plot(hatt_x,phi_theta_2,’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{\theta_2}(x)’)
legend([’\omega_{\theta_2} = ’ num2str(omega_theta(2))])
subplot(4,1,3)
plot(hatt_x,phi_theta_3,’LineWidth’,2)
ylabel(’\phi_{\theta_3}(x)’)
legend([’\omega_{\theta_3} = ’ num2str(omega_theta(3))])
subplot(4,1,4)
plot(hatt_x,phi_theta_4,’LineWidth’,2)
xlabel(’x/L’)
ylabel(’\phi_{\theta_4}(x)’)
legend([’\omega_{\theta_4} = ’ num2str(omega_theta(4))])
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Virvelavløsnings- respons i z-
retning - MATLAB
%% Hafslundsøy - Virvelavløsninger
% 12.05.2013
% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no
%%
%% Definerer koherenslengdeskalaen
lambda = 3;
%% Finner kritiske vindhastigheter
f_z = omega_z/(2*pi);
V_R_z = f_z*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% vertikale svingninger [m/s]
f_theta = omega_theta/(2*pi);
V_R_theta = f_theta*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% torsjonssvingninger [m/s]
%% Ser først pa˚ z-retning
% Definerer konstantene
hatt_sigma_q_z = 1;
b_z = 0.15;
a_z = 0.4;
m_z = 3178;
lambda_z = 3;
rho_v = 1.25;
B = 4.74;
D = 0.42;
L_exp = L;
K_a_z_0 = 0.2;
%% Bestemmer hvor pa˚ spennet vi skal se pa˚ responsen
koord = 1/2; % Koord multipliseres med lengden av brua L
% Bestemmer modal masse
tilde_m_z = zeros(N,N);
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for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
tilde_m_z(j,j) = tilde_m_z(j,j) + m_b*abs(Phi_z(j,i));
end
end
K_a_z = @(V_R,V) 2.6*K_a_z_0*((V/V_R).ˆ(-6))*exp(-((V/V_R).ˆ(-8)));
g_z = @(V_R,V) ((V/V_R).ˆ(3/2))*exp(-(1/2)*(((1-(V_R/V))/b_z)).ˆ2);
kvadintphi1 = zeros(4,1);
for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
kvadintphi1(j) = kvadintphi1(j) + abs(Phi_z(j,i))ˆ2;
end
end
hatt_xi_z = @(V_R,V) ((4*m_z)/(rho_v*Bˆ2))*(xi_z/K_a_z(V_R,V));
%% Bestemmer hvor vi skal se pa˚ responsen
hatt_beta_z = @(n,V_R,V) (abs(Phi_z(n,ceil(length(x)*koord)))...
/((2ˆ(5/2))*(piˆ(7/4))))*sqrt(((rho_v*Dˆ3)/(m_z*kvadintphi1(n)))...
*(lambda_z/(b_z*K_a_z(V_R,V))))*(hatt_sigma_q_z/(Stˆ2))*(g_z(V_R,V)/a_z);
f_hatt_sigma_r_z = @(n,V_R,V) sqrt(((1-hatt_xi_z(V_R,V))/2)...
+ sqrt((((1-hatt_xi_z(V_R,V))/2)ˆ2) + hatt_beta_z(n,V_R,V)ˆ2));
%% Vi kan na˚ beregne hatt_sigma_r_z
dV = 0.1;
V = 0:dV:20;
hatt_sigma_r_z = zeros(4,length(V));
for i = 1:1:length(V)
for n = 1:1:N
hatt_sigma_r_z(n,i) = f_hatt_sigma_r_z(n,V_R_z(n),V(i));
end
end
sigma_r_z = a_z*D*hatt_sigma_r_z;
figure
plot(V,sigma_r_z(1,:),V,sigma_r_z(2,:),...
V,sigma_r_z(3,:),V,sigma_r_z(4,:),’LineWidth’,2)
title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)
ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_z} [m]’)
legend([’V_{R_{z_1}} = ’ num2str(V_R_z(1)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_2}} = ’ num2str(V_R_z(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_3}} = ’ num2str(V_R_z(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_4}} = ’ num2str(V_R_z(4)) ’ [m/s]’])
grid on
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Virvelavløsnings- respons i tor-
sjon - MATLAB
%% Hafslundsøy - Virvelavløsninger
% 12.05.2013
% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no
%%
%% Finner kritiske vindhastigheter
f_z = omega_z/(2*pi);
V_R_z = f_z*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% vertikale svingninger [m/s]
f_theta = omega_theta/(2*pi);
V_R_theta = f_theta*(D/St); % Kritisk vindhastighet for
% torsjonssvingninger [m/s]
%% Ser na˚ pa˚ pa˚ torsjon
% Definerer konstantene
hatt_sigma_q_theta = hatt_sigma_q_z*(b_c/(2*B));
b_theta = 0.1;
a_theta = a_z*((2*D)/b_c);
m_theta = 4004;
lambda_theta = 3;
rho_v = 1.25;
B = 4.74;
D = 0.42;
L_exp = L;
K_a_theta_0 = 0.02;
% Bestemmer modal masse
tilde_m_z = zeros(N,N);
for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
tilde_m_z(j,j) = tilde_m_z(j,j) + m_b*abs(Phi_z(j,i));
end
end
K_a_theta = @(V_R,V) 2.6*K_a_theta_0*((V/V_R).ˆ(-6))*exp(-((V/V_R).ˆ(-8)));
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g_theta = @(V_R,V) ((V/V_R).ˆ(3/2))*exp(-(1/2)*(((1-(V_R/V))/b_theta)).ˆ2);
kvadintphi2 = zeros(4,1);
for j = 1:1:N
for i = 1:1:length(x)
kvadintphi2(j) = kvadintphi2(j) + Phi_theta(j,i)ˆ2;
end
end
hatt_xi_theta = @(V_R,V) ((4*m_theta)/(rho_v*Bˆ4))...
*(xi_theta/K_a_theta(V_R,V));
hatt_beta_theta = @(n,V_R,V) (abs(Phi_theta(n,ceil(length(x)*koord)))...
/((2ˆ(5/2))*(piˆ(7/4))))*sqrt(((rho_v*Dˆ5)/(m_theta*kvadintphi2(n)))...
*(lambda_theta/(b_theta*K_a_theta(V_R,V))))...
*(hatt_sigma_q_theta/(Stˆ2))*(g_theta(V_R,V)/a_theta);
f_hatt_sigma_r_theta = @(n,V_R,V) sqrt(((1-hatt_xi_theta(V_R,V))/2)...
+ sqrt((((1-hatt_xi_theta(V_R,V))/2)ˆ2) + hatt_beta_theta(n,V_R,V)ˆ2));
%% Vi kan na˚ beregne hatt_sigma_r_theta
dV = 0.1;
V = 0:dV:20;
hatt_sigma_r_theta = zeros(4,length(V));
for i = 1:1:length(V)
for n = 1:1:N
hatt_sigma_r_theta(n,i) = f_hatt_sigma_r_theta(n,V_R_theta(n),V(i));
end
end
sigma_r_theta = a_theta*hatt_sigma_r_theta;
figure
plot(V,sigma_r_theta(1,:),V,sigma_r_theta(2,:)...
,V,sigma_r_theta(3,:),V,sigma_r_theta(4,:),’LineWidth’,2)
title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)
ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_\theta} [m/m]’)
legend([’V_{R_{\theta_1}} = ’ num2str(V_R_theta(1)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_2}} = ’ num2str(V_R_theta(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_3}} = ’ num2str(V_R_theta(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_4}} = ’ num2str(V_R_theta(4)) ’ [m/s]’])
grid on
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%% Hafslundsøy - Massedempere
% 23.05.2013
% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no
%% Definerer først lastens forventningsverdi
sigma_q_z = @(V) hatt_sigma_q_z*(rho_v*Vˆ2*B/2);
%% Finner spektraltettheten for lasten
S_q_z = @(omega,omega_s,V) ((sigma_q_z(V)ˆ2)/(sqrt(pi)*omega_s*b_z))...
*exp(-((1-(omega/omega_s))/b_z)ˆ2);
%% Ser sa˚ pa˚ den modale lastresponsen
f_S_tilde_R_z = @(omega,omega_s,V) 2*lambda*D*S_q_z(omega,omega_s,V)...
*kvadintphi1(1);
omega = 4:0.001:18;
S_tilde_R_z = zeros(4,length(omega));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_tilde_R_z(n,i) = f_S_tilde_R_z(omega(i),omega_z(n),V_R_z(n));
end
end
figure
plot(omega,S_tilde_R_z,’LineWidth’,2)
grid on
title(’Lastresponsspekteret S_{R_z}(\omega)’)
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{R_z}(\omega) [Nˆ2s]’)
legend([’\omega_{z_1} = ’ num2str(omega_z(1))],...
[’\omega_{z_2} = ’ num2str(omega_z(2))],...
[’\omega_{z_3} = ’ num2str(omega_z(3))],...
[’\omega_{z_4} = ’ num2str(omega_z(4))])
% Ser pa˚ den aerodynamiske dempingen
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xi_ae_z = @(n,V_R,V) ((rho_v*Bˆ2)/(4*m_b))*K_a_z(V_R,V)...
*(1-(((a_z*D*f_hatt_sigma_r_z(n,V_R,V))ˆ2)/(a_z*D))ˆ2);
% Finner frekvensresponsfunksjonen
hatt_H_z = @(omega,omega_s,n,V_R,V) (1-(omega/omega_s)ˆ2 ...
+ 2*sqrt(-1)*(xi_z - xi_ae_z(n,V_R,V))...
*(omega/omega_s))ˆ(-1);
% Den modale stivheten
tilde_K_z = @(n) omega_z(n)ˆ2*m_b*kvadintphi1(n);
%% Spektraltettheten til responsen
f_S_r_z = @(omega,omega_s,n,V_R,V) ((Phi_z(n,ceil(length(x)*koord))...
/tilde_K_z(n))ˆ2)*...
(abs(hatt_H_z(omega,omega_s,n,V_R,V))ˆ2)...
*f_S_tilde_R_z(omega,omega_s,V);
domega = 0.001;
omega = 5:domega:14;
S_r_z = zeros(4,length(omega));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_r_z(n,i) = f_S_r_z(omega(i),omega_z(n),n,V_R_z(n),V_R_z(n));
end
end
figure
plot(omega,S_r_z,’LineWidth’,2)
grid on
title([’Responsspekteret S_{r_z}(\omega) ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{r_z}(\omega) [mˆ2/s]’)
legend([’V_{R_{z_1}} = ’ num2str(V_R_z(1)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_2}} = ’ num2str(V_R_z(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_3}} = ’ num2str(V_R_z(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{z_4}} = ’ num2str(V_R_z(4)) ’ [m/s]’])
%% Ønsker na˚ a˚ innføre massedempere
tilde_M_z = m_z*kvadintphi1;
% bestemmer massen til demperene
mu = 0:0.0001:0.01;
M_z_d = @(n,mu) mu*tilde_M_z(n);
% Plasserer massedemperene
N_j = 3; % Antall dempere
x_A = 0.3*L;
x_B = 0.5*L;
x_C = 0.7*L;
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mu_A = 0.0025;
mu_C = mu_A;
mu_B = 0.006;
% Finner egenfrekvensene til massedemperene
f_omega_z_A = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_z_A(n) = omega_z(n)/(1+mu_A);
end
omega_z_C = f_omega_z_A(2);
omega_z_A = f_omega_z_A(2);
f_omega_z_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_z_B(n) = omega_z(n)/(1+mu_B);
end
omega_z_B = f_omega_z_B(1);
% Finner dempingskoeffisientene til massedemperene
xi_d = @(mu) sqrt((3*mu)/(8*(1+mu)ˆ3));
xi_z_A = xi_d(mu_A);
xi_z_B = xi_d(mu_B);
xi_z_C = xi_z_A;
% Definerer massen til demperene
f_M_z_d_A = zeros(N,1);
f_M_z_d_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_M_z_d_A(n) = M_z_d(n,mu_A);
f_M_z_d_B(n) = M_z_d(n,mu_B);
end
M_z_d_B = f_M_z_d_B(1);
M_z_d_C = f_M_z_d_A(2);
M_z_d_A = f_M_z_d_A(2);
% Finner stivheten til demperene
f_K_z_d_A = zeros(N,1);
f_K_z_d_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_K_z_d_A(n) = (f_omega_z_A(n)ˆ2)*f_M_z_d_A(n);
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f_K_z_d_B(n) = (f_omega_z_B(n)ˆ2)*f_M_z_d_B(n);
end
K_z_d_B = f_K_z_d_B(1);
K_z_d_C = f_K_z_d_A(2);
K_z_d_A = f_K_z_d_A(2);
% Ma˚ etablere modeformene til massedemperene
Phi_z_d = @(n) [Phi_z(n,ceil(length(x)*x_A/L));
Phi_z(n,ceil(length(x)*x_B/L));
Phi_z(n,ceil(length(x)*x_C/L))];
tilde_M_z = diag(tilde_M_z);
f_hatt_S_tilde_R_z = @(n,omega) ((omega_z(n)ˆ2*tilde_M_z(n,n))ˆ(-2))...
*f_S_tilde_R_z(omega,omega_z(n),V_R_z(n));
dummy_N_N_j = zeros(1,N_j);
dummy_N_j_N = zeros(N_j,1);
dummy_N_j = zeros(N_j,N_j);
hatt_S_tilde_R_z = @(n,omega) [f_hatt_S_tilde_R_z(n,omega) dummy_N_N_j;
dummy_N_j_N dummy_N_j];
dummy_1_N_j = zeros(1,N_j);
dummy_I_N_j = eye(N_j);
Psi_z = [Phi_z(1,ceil(length(x)*koord)), Phi_z(2,ceil(length(x)*koord)),...
Phi_z(3,ceil(length(x)*koord)), Phi_z(4,ceil(length(x)*koord))];
Psi_z = @(n) [Psi_z(n) dummy_1_N_j;
dummy_N_j_N dummy_I_N_j];
%% Finner sa˚ frekvensresponsmatrisen
dummy_I_N = eye(N);
invomega_z = @(n) 1/omega_z(n);
hatt_omega_z = @(n,omega) omega*invomega_z(n);
invomega_z_d = [1/omega_z_A 0 0;
0 1/omega_z_B 0;
0 0 1/omega_z_B];
hatt_omega_z_d = @(omega) omega*invomega_z_d;
Xi_d = [xi_z_A xi_z_B xi_z_C];
Xi_d = diag(Xi_d);
Xi_z = @(n,V_R,V) xi_z-xi_ae_z(n,V_R,V);
f_M_z_d = [M_z_d_A M_z_d_B M_z_d_C];
M_z_d = diag(f_M_z_d);
hatt_D = @(n,Phi_d) Phi_d’*M_z_d/tilde_M_z(n,n);
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% Frekvensresponsmatrisen blir da
hatt_E = @(n,V_R,V,omega) [1-((hatt_omega_z(n,omega)ˆ2)*...
(1+(hatt_D(n,Phi_z_d(n))*Phi_z_d(n))))+...
(2*sqrt(-1)*hatt_omega_z(n,omega).*...
Xi_z(n,V_R,V)), -(hatt_omega_z(n,omega).ˆ2)*...
hatt_D(n,Phi_z_d(n));
-(hatt_omega_z_d(omega).ˆ2)*...
Phi_z_d(n), (dummy_I_N_j-(hatt_omega_z_d(omega).ˆ2)+...
(2*sqrt(-1).*hatt_omega_z_d(omega)*Xi_d))];
hatt_H = @(n,V_R,V,omega) inv(hatt_E(n,V_R,V,omega));
f_S_r_z_d = @(n,V_R,V,omega) Psi_z(n)*(conj(hatt_H(n,V_R,V,omega)))*...
hatt_S_tilde_R_z(n,omega)*hatt_H(n,V_R,V,omega).’*Psi_z(n).’;
S_r_z_d = zeros(N,length(omega));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
dummy_S_r_z_d = f_S_r_z_d(n,V_R_z(n),V_R_z(n),omega(i));
S_r_z_d(n,i) = dummy_S_r_z_d(1,1);
end
end
figure
plot(omega,S_r_z_d,’--’,omega,S_r_z,’LineWidth’,2)
grid on
title([’Responsspekteret S_{r_z}(\omega) med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{r_z}(\omega) [mˆ2/s]’)
legend(’S_{r_{z_{d_1}}}’,’S_{r_{z_{d_2}}}’,’S_{r_{z_{d_3}}}’,’S_{r_{z_{d_4}}}’)
kvad_sigma_r_d_z = zeros(N,length(V));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(V)
dummy_sigma_r_d_z = f_S_r_z_d(n,V_R_z(n),V(i),2*pi*V(i)*St/D)*dV;
kvad_sigma_r_d_z(n,i) = dummy_sigma_r_d_z(1,1);
end
n
end
sigma_r_d_z = sqrt(kvad_sigma_r_d_z);
figure
plot(V,sigma_r_d_z,’--’,V,sigma_r_z,’LineWidth’,2)
title([’Dynamisk respons i z-retning med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)
ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_z} [m]’)
legend(’\sigma_{r_{z_{d_1}}}’,’\sigma_{r_{z_{d_2}}}’,...
’\sigma_{r_{z_{d_3}}}’,’\sigma_{r_{z_{d_4}}}’)
grid on
% Ønsker na˚ a˚ gjøre en simulering i tidsdomenet
T = 600;
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k_p = sqrt(2); % Narrow-banded
c_k_z = @(n,k) sqrt(2*S_r_z(n,k)*domega);
c_k_z_d = @(n,k) sqrt(2*S_r_z_d(n,k)*domega);
t = 0:1:600;
r_z = zeros(N,length(t));
r_z_d = zeros(N,length(t));
phaseangle = zeros(1,length(omega));
for i = 1:1:length(omega)
phaseangle(1,i) = rand*2*pi;
end
for n = 1:N
for i = 1:1:length(t)
for k = 1:1:length(omega)
r_z(n,i) = r_z(n,i) + c_k_z(n,k)*cos(omega(k)*t(i) + phaseangle(1,k));
r_z_d(n,i) = r_z_d(n,i) + c_k_z_d(n,k)*cos(omega(k)*t(i) + phaseangle(1,k));
end
end
end
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(1,:))
title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{z_1}}= ’ num2str(V_R_z(1)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_z_d(1,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(2,:))
title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{z_2}}= ’ num2str(V_R_z(2)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_z_d(2,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(3,:))
title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{z_3}}= ’ num2str(V_R_z(3)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on
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subplot(2,1,2)
plot(t,r_z_d(3,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_z(4,:))
title([’Responsen i z-retning ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{z_4}}= ’ num2str(V_R_z(4)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_z(x,t) [m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_z_d(4,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{z_d}(x,t) [m]’)
grid on
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%% Hafslundsøy - Massedempere
% 23.05.2013
% Simen Hellgren Holtberget
% simenhel@stud.ntnu.no
%% Definerer først lastens forventningsverdi
sigma_q_theta = @(V) hatt_sigma_q_theta*(rho_v*Vˆ2*(Bˆ2)/2);
%% Finner spektraltettheten for lasten
S_q_theta = @(omega,omega_s,V) ((sigma_q_theta(V)ˆ2)/(sqrt(pi)*omega_s*b_theta))...
*exp(-((1-(omega/omega_s))/b_theta)ˆ2);
%% Ser sa˚ pa˚ den modale lastresponsen
f_S_tilde_R_theta = @(omega,omega_s,V) 2*lambda*D*S_q_theta(omega,omega_s,V)...
*kvadintphi2(1);
omega = 4:0.001:17;
S_tilde_R_theta = zeros(4,length(omega));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_tilde_R_theta(n,i) = f_S_tilde_R_theta(omega(i),omega_theta(n),V_R_theta(n));
end
end
figure
plot(omega,S_tilde_R_theta,’LineWidth’,2)
grid on
title(’Lastresponsspekteret S_{R_\theta}(\omega)’)
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{R_\theta}(\omega) [Nˆ2s]’)
legend([’\omega_{\theta_1} = ’ num2str(omega_theta(1))],...
[’\omega_{\theta_2} = ’ num2str(omega_theta(2))],...
[’\omega_{\theta_3} = ’ num2str(omega_theta(3))],...
[’\omega_{\theta_4} = ’ num2str(omega_theta(4))])
% Ser pa˚ den aerodynamiske dempingen
xi_ae_theta = @(n,V_R,V) ((rho_v*Bˆ4)/(4*m_b))*K_a_theta(V_R,V)...
*(1-(((a_theta*f_hatt_sigma_r_theta(n,V_R,V))ˆ2)/(a_theta))ˆ2);
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% Finner frekvensresponsfunksjonen
hatt_H_theta = @(omega,omega_s,n,V_R,V) (1-(omega/omega_s)ˆ2 ...
+ 2*sqrt(-1)*(xi_theta - xi_ae_theta(n,V_R,V))...
*(omega/omega_s))ˆ(-1);
% Den modale stivheten
tilde_K_theta = @(n) omega_theta(n)ˆ2*m_b*kvadintphi2(n);
%% Spektraltettheten til responsen
f_S_r_theta = @(omega,omega_s,n,V_R,V) ((Phi_theta(n,ceil(length(x)*koord))...
/tilde_K_theta(n))ˆ2)*...
(abs(hatt_H_theta(omega,omega_s,n,V_R,V))ˆ2)...
*f_S_tilde_R_theta(omega,omega_s,V);
S_r_theta = zeros(4,length(omega));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
S_r_theta(n,i) = f_S_r_theta(omega(i),omega_theta(n),n,V_R_theta(n),V_R_theta(n));
end
end
figure
plot(omega,S_r_theta,’LineWidth’,2)
grid on
title([’Responsspekteret S_{r_\theta}(\omega) ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{r_\theta}(\omega) [mˆ2/s]’)
legend([’V_{R_{\theta_1}} = ’ num2str(V_R_theta(1)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_2}} = ’ num2str(V_R_theta(2)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_3}} = ’ num2str(V_R_theta(3)) ’ [m/s]’],...
[’V_{R_{\theta_4}} = ’ num2str(V_R_theta(4)) ’ [m/s]’])
%% Ønsker na˚ a˚ innføre massedempere
tilde_M_theta = m_theta*kvadintphi2;
% bestemmer massen til demperene
mu = 0:0.0001:0.01;
M_d = @(n,mu) mu*tilde_M_theta(n);
% Plasserer massedemperene
N_j = 3; % Antall dempere
x_A = 0.3*L;
x_B = 0.5*L;
x_C = 0.7*L;
mu_A = 0.0025;
mu_C = mu_A;
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mu_B = 0.006;
% Finner egenfrekvensene til massedemperene
f_omega_theta_A = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_theta_A(n) = omega_theta(n)/(1+mu_A);
end
omega_theta_C = f_omega_theta_A(2);
omega_theta_A = f_omega_theta_A(2);
f_omega_theta_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_omega_theta_B(n) = omega_theta(n)/(1+mu_B);
end
omega_theta_B = f_omega_theta_B(1);
% Finner dempingskoeffisientene til massedemperene
xi_d = @(mu) sqrt((3*mu)/(8*(1+mu)ˆ3));
xi_A = xi_d(mu_A);
xi_B = xi_d(mu_B);
xi_C = xi_A;
% Definerer massen til demperene
f_M_d_A = zeros(N,1);
f_M_d_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_M_d_A(n) = M_d(n,mu_A);
f_M_d_B(n) = M_d(n,mu_B);
end
M_d_B = f_M_d_B(1);
M_d_C = f_M_d_A(2);
M_d_A = f_M_d_A(2);
% Finner stivheten til demperene
f_K_d_A = zeros(N,1);
f_K_d_B = zeros(N,1);
for n = 1:N
f_K_d_A(n) = (f_omega_theta_A(n)ˆ2)*f_M_d_A(n);
f_K_d_B(n) = (f_omega_theta_B(n)ˆ2)*f_M_d_B(n);
end
K_d_B = f_K_d_B(1);
K_d_C = f_K_d_A(2);
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K_d_A = f_K_d_A(2);
% Ma˚ etablere modeformene til massedemperene
Phi_d = @(n) [Phi_theta(n,ceil(length(x)*x_A/L));
Phi_theta(n,ceil(length(x)*x_B/L));
Phi_theta(n,ceil(length(x)*x_C/L))];
tilde_M_theta = diag(tilde_M_theta);
f_hatt_S_tilde_R_theta = @(n,omega) ((omega_theta(n)ˆ2*tilde_M_theta(n,n))ˆ(-2))*...
f_S_tilde_R_theta(omega,omega_theta(n),V_R_theta(n));
dummy_N_N_j = zeros(1,N_j);
dummy_N_j_N = zeros(N_j,1);
dummy_N_j = zeros(N_j,N_j);
hatt_S_tilde_R_theta = @(n,omega) [f_hatt_S_tilde_R_theta(n,omega) dummy_N_N_j;
dummy_N_j_N dummy_N_j];
dummy_1_N_j = zeros(1,N_j);
dummy_I_N_j = eye(N_j);
Psi_theta = [Phi_theta(1,ceil(length(x)*koord)), Phi_theta(2,ceil(length(x)*koord)),...
Phi_theta(3,ceil(length(x)*koord)), Phi_theta(4,ceil(length(x)*koord))];
Psi_theta = @(n) [Psi_theta(n) dummy_1_N_j;
dummy_N_j_N dummy_I_N_j];
%% Finner sa˚ frekvensresponsmatrisen
dummy_I_N = eye(N);
invomega_theta = @(n) 1/omega_theta(n);
hatt_omega_theta = @(n,omega) omega*invomega_theta(n);
invomega_theta_d = [1/omega_theta_A 0 0;
0 1/omega_theta_B 0;
0 0 1/omega_theta_B];
hatt_omega_theta_d = @(omega) omega*invomega_theta_d;
Xi_d = [xi_A xi_B xi_C];
Xi_d = diag(Xi_d);
Xi_theta = @(n,V_R,V) xi_theta-xi_ae_theta(n,V_R,V);
f_M_d = [M_d_A M_d_B M_d_C];
M_d = diag(f_M_d);
hatt_D = @(n,Phi_d) Phi_d’*M_d/tilde_M_theta(n,n);
% Frekvensresponsmatrisen blir da
hatt_E = @(n,V_R,V,omega) [1-((hatt_omega_theta(n,omega)ˆ2)*...
(1+(hatt_D(n,Phi_d(n))*Phi_d(n))))+...
(2*sqrt(-1)*hatt_omega_theta(n,omega).*...
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Xi_theta(n,V_R,V)), -(hatt_omega_theta(n,omega).ˆ2)*...
hatt_D(n,Phi_d(n));
-(hatt_omega_theta_d(omega).ˆ2)*...
Phi_d(n), (dummy_I_N_j-(hatt_omega_theta_d(omega).ˆ2)+...
(2*sqrt(-1).*hatt_omega_theta_d(omega)*Xi_d))];
hatt_H = @(n,V_R,V,omega) inv(hatt_E(n,V_R,V,omega));
f_S_r_theta_d = @(n,V_R,V,omega) Psi_theta(n)*(conj(hatt_H(n,V_R,V,omega)))*...
hatt_S_tilde_R_theta(n,omega)*hatt_H(n,V_R,V,omega).’*Psi_theta(n).’;
S_r_theta_d = zeros(N,length(omega));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(omega)
dummy_S_r_theta_d = f_S_r_theta_d(n,V_R_theta(n),V_R_theta(n),omega(i));
S_r_theta_d(n,i) = dummy_S_r_theta_d(1,1);
end
end
figure
plot(omega,S_r_theta_d,’--’,omega,S_r_theta,’LineWidth’,2)
grid on
title([’Responsspekteret S_{r_\theta}(\omega) med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’\omega [rad/s]’)
ylabel(’S_{r_\theta}(\omega) [mˆ2/s]’)
legend(’S_{r_{\theta_{d_1}}}’,’S_{r_{\theta_{d_2}}}’,...
’S_{r_{\theta_{d_3}}}’,’S_{r_{\theta_{d_4}}}’)
kvad_sigma_r_d_theta = zeros(N,length(V));
for n = 1:N
for i = 1:1:length(V)
dummy_sigma_r_d_theta = f_S_r_theta_d(n,V_R_theta(n),V(i),2*pi*V(i)*St/D)*dV;
kvad_sigma_r_d_theta(n,i) = dummy_sigma_r_d_theta(1,1);
end
n
end
sigma_r_d_theta = sqrt(kvad_sigma_r_d_theta);
figure
plot(V,sigma_r_d_theta,’--’,V,sigma_r_theta,’LineWidth’,2)
title([’Dynamisk respons i torsjon med TMD ved ’ num2str(koord) ’L’])
xlabel(’Middelvindhastighet, V [m/s]’)
ylabel(’Dynamisk respons, \sigma_{r_\theta} [m/m]’)
legend(’\sigma_{r_{\theta_{d_1}}}’,’\sigma_{r_{\theta_{d_2}}}’,...
’\sigma_{r_{\theta_{d_3}}}’,’\sigma_{r_{\theta_{d_4}}}’)
grid on
% Ønsker na˚ a˚ gjøre en simulering i tidsdomenet
T = 600;
k_p = sqrt(2); % Narrow-banded
c_k_theta = @(n,k) sqrt(2*S_r_theta(n,k)*domega);
c_k_theta_d = @(n,k) sqrt(2*S_r_theta_d(n,k)*domega);
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t = 0:1:600;
r_theta = zeros(N,length(t));
r_theta_d = zeros(N,length(t));
phaseangle = zeros(1,length(omega));
for i = 1:1:length(omega)
phaseangle(1,i) = rand*2*pi;
end
for n = 1:N
for i = 1:1:length(t)
for k = 1:1:length(omega)
r_theta(n,i) = r_theta(n,i) + c_k_theta(n,k)*cos(omega(k)*t(i)+phaseangle(1,k));
r_theta_d(n,i) = r_theta_d(n,i) +...
c_k_theta_d(n,k)*cos(omega(k)*t(i) + phaseangle(1,k));
end
end
end
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_theta(1,:))
title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{\theta_1}}= ’ num2str(V_R_theta(1)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_theta_d(1,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)
grid on
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_theta(2,:))
title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{\theta_2}}= ’ num2str(V_R_theta(2)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_theta_d(2,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)
grid on
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_theta(3,:))
title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{\theta_3}}= ’ num2str(V_R_theta(3)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_theta_d(3,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
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ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)
grid on
figure
subplot(2,1,1)
plot(t,r_theta(4,:))
title([’Responsen i torsjon ved ’ num2str(koord) ’L,...
med vindhastighet V_{R_{\theta_4}}= ’ num2str(V_R_theta(4)) ’ [m/s]’])
ylabel(’Respons, r_\theta(x,t) [m/m]’)
grid on
subplot(2,1,2)
plot(t,r_theta_d(4,:))
xlabel(’Tid, t [s]’)
ylabel(’Respons, r_{\theta_d}(x,t) [m/m]’)
grid on
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